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$1 SS 数 


整数 是 这 样 一 些 数 : …， 一 2， 一 二 0, 1, 2,…， 数论 的 
很 大 一 部 分 内 容 就 是 研究 整数 的 性 质 ， 整 数 通常 只 用 来 提供 
数据 (如 3 个 苹果 ,382 元 ，17z2 二 9 等 ), 人 们 并 不 考虑 它们 的 
性 质 ，3 有 多 少 个 因子 ? 32 是 否 为 素数 ? 17 能 不 能 写 为 两 
个 整数 的 平方 和 ? 我 们 在 给 革 果 、 钞 票 或 a 计数 时 ， 这 些 间 
题 都 是 无 关 紧 要 的 .但 是 ， 整数 是 数学 中 非常 基本 的 内 容 , 人 
们 认为 它们 本 喘 就 值得 加 以 研究 . 

从 本 节 开 始 , 除非 另 有 说 明 , 小 写字 母 总 表示 整数 .整数 
的 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 的 通常 性 质 以 及 整数 的 有 序 人 性 ,我 
们 认为 大 家 已 经 知道 , 并 将 随时 应 用 .本 节 中 ,我 们 还 要 用 到 
整数 的 一 个 重要 性 质 ， 由 于 它 不 象 菜 些 性 质 ( 如 乘法 结合 律 ) 
那样 经 常 地 明确 表 出 , 因此 你 也 许 还 未 认真 地 加 以 注意 . 此 
性 质 叫做 最 小 整数 原理 ， 一 个 下 有 界 的 非 空 整数 集合 总 包含 
有 它 的 最 小 元 、 也 可 以 说 , 一 个 上 有 界 的 非 空 整数 集合 总 包 
含有 它 的 最 大 元 . 

当 且 仅 当 存在 一 个 整数 4 使 a4=3 时 , RIEK a 整除 b, 
WA alb., Plin, 216, 12160, 17117, 一 B150, 8| —24. wma 
不 能 整除 5, 我 们 写作 4 和 5， 例如 , 442,8344. 

【练习 1】 哪些 整数 整除 零 ? CANAN 

【练习 2】 WH. F ajb, Ale, Wale | 

为 了 说 明 整 除 具有 怎样 的 性 质 , 我 们 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 1 # dja, d|b, W d|(a+5). 


证 明 根据 整除 的 定义 , 我 们 知道 存在 整数 g Mr, 使 
do — 0. dr =b, 

因此 atb=d(q+r). 
故 表 由 定义 , Qi (4 十 0). 

引 理 2 若 dlc,， 则 对 任何 整数 6, djica, 

引 理 3 # dla, djaz, dla， 则 对 任何 整数 Ci, C2, 
ee, Cn, 有 d| (ciar 十 caas 十 … 十 cngn)， 

这 两 个 引 理 的 证 明 是 很 容易 的 

【练习 3】 证 明 引 理 2 和 引 理 3. 

作为 引 理 3 的 应 用 , 我们 知道 ,车 a 整除 一 个 方程 一 端的 
所 有 项 , 则 它 也 整除 此 方程 另 一 端 . 因此 ,者 s+b=6, Hdja, 
dle, W djb. LH 

Sr +8ly+6z+363=w, 
则 3|w, 因为 3 整除 该 方程 左 端 所 有 项 WE: MADS F 
母 , 包括 r, y, 2, w ÆA, RIES AWB, 均 家 示 整 数 ). 类 
(GEES 
Za? "am" =0, 

则 3l5y, B1322. 

本 节 的 其 余部 分 将 用 以 研究 最 大 公 因 子 及 其 性 质 ， 这 些 
性 质 我 们 以 后 要 经 常用 到 ， 我 们 称 4 是 % 和 5 的 最 大 公 因 子 
《 记 为 &=(c，0))， 当 且 仅 当 ; 

(i) d|a, d|b; 

Gi) # cja, ejb, Wed, 
RIFJA, 4 是 5 和 2 的 公 因 子 ; R4 iik, 它 是 这 种 
因子 中 了 最 大 的 一 个 . 注意 , 若 5 和 2 不 同时 为 零 , 那 么 gc 和 2 
的 公 因 子 集合 是 以 c b, 一 a 和 一 5 中 最 大 者 为 其 上 界 的 整 
数 集 ， 因 此 ,根据 整数 的 良 序 原理 , 该 集合 有 最 大 元 , 故 < 和 
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b 的 最 大 公 因 子 存 在 , 而 且 是 唯一 的 ， 注 意 , (0, 0) 没 有 定义 ; 
而 如 (ga, DAEL, WERE, BKE, VRG, b), 
因为 对 任何 ac 和 8， ila, 115. 

【练习 4] (4, 14), (5, 15), 6, 16) 和 名 是 什么 ? 

“” 【练习 5B】 设 "w 为 任意 正 整 数 ，(n, 1) 是 什么 ? (n, 0) 是 

什么 ? d " 

【练习 6】 若 4 为 正 整 数 , (d, nQ) 是 什么 ? 

作为 使 用 最 大 公 因 子 的 定义 的 一 个 练习 ， 我 们 将 证 明 下 
列 定理 , 它 在 以 后 要 常用 到 . 
Z i (ae, b)=d, Nj (a/d, b/d) =1. 

证 明 e= (a/d, b/d). 我 们 需 证 c=1， 为 此 ,我 们 证 
EH, ce<1 Heil KF e 是 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 ， 我 们 已 
注意 到 ， 每 个 最 大 公 因 子 都 大 于 或 等 于 二 故 得 后 一 不 等 式 ， 
为 了 说 明 ce<1, 我 们 利用 c| (a/d) M o| (b/d), BARFE g 和 
r, E cg=a/d, 67 一 b/d, 或 (ce9)9 二 4，(cd)7 一 86， 这 两 个 式 子 
RH, cd 是 g 和 的 一 个 公 因 子 ， 因 此 它 不 大 于 和 的 最 
大 公 因 子 d, WA od<d, XAd 是 正 数 ， 可 得 c 志 1， 因 此 ， 
6 一 二 ,万 所 欲 证 . 

Ela, b) = 工 , 我 们 就 称 w 和 8 互 素 ， 其 道理 在 学 习 因 子 
分 解 唯一 性 这 一 节 时 即 可 明白 . o 

当 (g, 8) 较 小 时 , 常 可 用 观察 法 看 出 (4, 5)， 当 4 和 5 很 
大 时 , 就 不 大 容易 看 出 了 . om. (81415926, B358979) 是 什么 ? 现 
在 我 们 介绍 一 种 求 最 大 公 因 子 的 有 效 方法 欧 几 里 得 
(Euciid) Si 这 种 算法 在 证 明 我 们 后 面 需 要 的 一 些 定理 时 
也 是 有 用 的 . : : 

定理 4 除法 算式 ) 给 定 正 整 数 < 和 0，0 关 0， 存 在 唯一 
的 整数 9 He Rm Or bi, 


oo Gssbote, ` 
证 明 DT bg 十 7 写 为 


d 
. gege g 十 一- KS , 
我 们 就 可 看 到 ， 此 定理 只 是 说 明了 我 们 用 5 除 4 具体 是 怎么 
做 的 罢了 :， 求 出 一 个 商 v 和 一 个 余数 +7， 我 们 可 将 此 写 得 更 
为 正式 一 些 . 考虑 整数 abt 构成 的 集合 S, Hp t=, 土 1， 
+2, .…。 因 为 8 中 有 非 负 元 (如 4, a 十 5 等 )， 由 最 小 整数 原 
理 , 我 们 知道 S 有一 个 最 小 的 非 负 元 ， 把 它 叫 做 "， 并 设 & 是 
相应 的 1 值 ， 则 4 一 bg =7， 且 * 关 0， 为 了 完成 定理 的 证 明 ， 
我 们 尚 需 证 * 和 6. 假若 不 然 ， 则 有 ”=0b 十 1 ， 且 71 之 0。 因 
o 
NET E ET ET ET ET EI +1). 
这 就 说 明 ， r ERAS H 
Osxri=r—b<r, 

这 是 不 可 能 的 , AA r EES S 中 的 最 小 非 负 元 

上 述 作 法 给 出 了 9 和 7?7， 剩 下 来 要 证 明 , 它们 是 唯一 确定 
的 .假定 我 们 找到 了 9, r 和 gi, m1 使 

4 一 00 十 ?一 091 tti, 
其 中 0 和 "< 0 委 和 <， 两 式 相 减 , 我们 有 
(1) 0=b(— Së 一 人 1)， 
由 于 2 整除 此 式 左 问 以 及 右 咒 第 一 项 , 它 也 整除 右 端 另 一 项 
b| (7 一 712) ,但 因 0<7<b， o-r 5, 我们 有 
—b<r— VEH 

一 6。 F b ZERI o’ 的 倍数 只 有 零 , 因 而 7 一 71=0。 H xi 
4 一 1 一 0。 因 此 , 定理 中 的 数 g 和 7 是 唯一 确定 的 . 

虽然 此 定理 只 是 对 正 整 数 & 和 2 而 言 的 (因为 它 最 经 常 


地 用 于 正 整 数 ), 但 在 证 明 过 程 中 , 我 们 始终 不 必要 求 a EE 
Z. bih, Eb 为 负数 ， 只 要 将 0O<yr< 换 成 0 和 "< 一 六 ， 定 
理 也 一 样 成 立 请 你 将 上 述 证 明 再 读 一 遍 , 进而 验证 这 一 点 . 
【练习 7] 当 a 一 75,， 3 一 24 时， qiir 是 多 少 ? a=, 
b=25 时 , g 和 7 又 是 多 少 ? , 
定理 2 连同 下 一 __ 引 理 即 可 推出 欧 儿 里 得 算法 

引 理 4 车 4=bg+7, 则 (4, b)= C, r). 

证 明 设 d= (a, b). 我 们 知道 , 因 dla, d|b, H a=bg+r 
即 可 得 dl, 故 d 是 5 和 7 的 一 个 公 因 子 .假定 c 是 5 和 ?7 的 
任 一 公 因 子 , RIIA cjo, elr, 由 4&0g 十 r+， 可 得 cli， 因而 
c 是 a 和 5 的 公 因 子 , 故 c<d，Qa 满 足 最 大 公 因 子 定义 中 的 
两 个 条 件 , 故我 们 有 d=, r). 

【练习 8】 当 4 一 16, 5=6 时 , 验证 此 引 理 的 正确 性 . 

根据 引 理 4, 我 们 对 a 和 2 用 除法 算式 , 可 得 

(a, 6) = (0, ry; 

最 大 公 因 子 相 同 , 但 右 端 括号 中 有 了 更 小 的 数 ,我 们 可 继续 对 
6 和 > 用 除法 算式 而 得 更 小 的 数 , 但 最 大 公 因 子 仍然 相同 . 除 
法 算式 用 了 相当 次 数 后 , 这 些 数 终 将 变 得 较 小 , 以 致 我 们 能 用 
观察 法 看 出 最 大 公 因 子 来 , 例如 , 我 们 来 算 一 算 (5767, 4453). 
用 除法 算式 , 我 们 有 

5767 = 4458.1+1814. | 
由 引 理 4, 我 们 知 (5767, 4453) = (4453, 1814)， 除 非 你 非常 
善于 观察 ， 否 则 要 看 出 其 最 大 公 因 子 ， 这 两 个 整数 仍 嫌 太 大 . 
我 们 再 次 相 除 . 

E ENEE TEE AA 

现在 我 们 知道 (5767, 4453) = (1314, 511)， 我 们 继续 相 除 ， 

1314= B11.2+ 292, 


"7 ga, 


BIL 292.1 十 219， 

292--219.1- 二 73， 

219=73.3. 
上 面 一 系列 余数 中 , 最 后 一 个 为 零 ( 必 然 如 此 ， 因为 一 个 非 负 
整数 的 递 降序 列 决 不 能 无 限 地 写 下 去 )， 而 由 引 理 4, 我 们 就 
SMA, o 
(5767, 44538) = (4453, 1314) = -= (219, 73) 


= = (73, 0) =73. 
将 上 面 这 一 特殊 例子 中 所 用 的 方法 正式 写 出 来 ， 束 是 网 
几 里 得 算法 ， 


定理 3( 欧 几 里 得 算法 ) 若 & 和 ?2 为 正 整数 0+0, H 
a=bq +r, OSr<b, 
b=rq tti, OST, 
T =T] + ra, OST <T, 


(CH El CHE Tk Usus fk 
MA EERH k, Eti ket, RNA 
Tti T+1y 
H (a, 0) =T 
证 明 ”下列 非 负 整数 序列 必 有 终点 
b>r7r>71>72> 
及 以 , 这 些 余数 中 最 后 必 出 现 零 ， 限定 就 是 rt+1 一 0, 那么 
OZ enkt ET 
反复 应 用 引 理 4， 可 得 
Lo, b) = b, r) = (r, r1) = (ri, yo) 一 
= (Fii, Ti) = Ts. 


B 4 和 中 有 一 个 为 负数 ,我 们 可 利用 


— 6 一 


(a, Ai te, b)=(a, Bis CG, 一 分 ， 

【练习 9] 计算 (299, 247) Ai (578,442), 

下 面 是 欧 几 里 得 算法 的 一 个 推论 ， 以 后 要 多 次 用 到 。 

”定理 4 Hla, b)=d, WA e Myt ar+by=d. 

证 明 其 想法 是 : 将 欧 几 里 得 算法 倒 推 上 去 ， 以 (5767， 
4463) = = /3 这 一 计算 为 例 ， 算 法 中 倒数 第 二 行 给 出 

o- T8 =292— 219, 
我 们 用 它 前 面 一 行将 73 KA B1 和 292 的 一 个 组 合 : 
73=292— (511 — 292) = 2.292 — 51 1, 
再 用 更 前 面 一 行 来 消去 292 

73=2(1814—611.2) — 5il =2.1314—5- 51i, 

18 =2. 1314 — 5(4453— 3.1314) = 17 -1814— 5.4453, 
最 后 ， 我 们 可 把 1314 用 4453 和 5767 表 出 ， 人 本 全 要 之 
EEN 

713= 17 (5767 一 4453) — 5.4453 = 17 -5767 — 22. 4458, 

一 般 地 , 我 们 有 

d= (a, Blose 20, 
它 将 & 表 成 了 -+ Mr 的 具有 整 系 数 的 一 个 组 合 ， 从 算 
法 中 在 其 前 面 的 一 行 
(CH Kg VE e Tiis 
我 们 可 得 d= NV Tt 29:1) fis 
GEERT 的 其 有 整 系数 的 一 个 组 合 ， 
d= (ër 310 十 1) Ze are a, 
然后 我 们 可 用 
4 一 个 4_a9t_2 十 Tta 


消去 9t 一 2， 得 


— 7 -=~ 


= (RR) eriat ER) eria, 
eapssmRrn, BERKI oM y, 使 
=: d=az+4+ by, 
CE 10) 求 出 299z 十 247% 一 18 的 一 组 解 ， 
”定理 4 有 许多 疗 用 ， 现在 我 们 介绍 后 面 将 守 用 到 的 两 个 
定理 和 # djab, (deii, M djb. | 

证 明 由 于 v 和 % 互 素 , 由 定理 4 我 位 知 ， 存在 整数 0 ,和 
CH 
E deiten 
Pim b, 我 们 有 

A072) + (aby =b, 
上 式 左 端 第 一 项 当然 可 被 4 整除 ， H F djab, due bs e 
第 二 项 , 因此 允 也 整除 右 端 , 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
ES, 在 定理 5 中 , Za 4 不 互 素 ,那么 结论 未 必 成 立 
例如 , 6|8.9, 但 648, 679. 

定理 6 So b) =d, Hi celja, ejb, W eld. 

证 明 此 和 定理 说 起 来 就 是 两 个 整数 的 任 一 公 因子 也 是 
它们 的 最 大 公 因 子 的 因子 ， 证 明 非 常 简短 我们 知 , 存在 整数 
zs 和 和 gy, 使 z 
on + by =d. 

由 于 6 整除 此 式 左 端的 两 项 , o 也 整除 右 端 . 


: 2 A 
1. 计算 ，(ay (314, 159); to (3141, 1592): 
(c) (4144, 7696); (d) (10,001, 190,083), . 


2. WH: Æ ajb, bja, Hl a=b was 一 b， 
d. 证 明 : Solb, a>0, 0 (a, b) =a, - 
4. GER. (LO, b), 0) = (a, b). 


， 说明 “4>5b 蕴涵 415b” 这 一 命题 不 真 . 
，(a) B: HRE n>, g Ont) =l; 


(hi 5 n>0 有 时, (n, n2) 可取 什么 什 ? 
(e) H n>0 ht, (n, ntk) aiT AE? 


T. Æ N =nmny n, +1,0. XF i=l, 2, 1, k, AMn N)=1, 
8. 证 明 : 车 (a, b)=1, elo, lte, b) =EL, 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 
LI, 
18. 
19. 
20. 


, RLF y, iE 


(a) 314r +159%y=1; (b) 3141x+1592y=1; - 

(c) 4l44r + 7696y = 592; (d) 10001x -+ 100083y=73, 

(a) 证 明 ; 当 且 仅 当 (%, n=l, RAE, ntel; 

O HARY, nN =4 时 ,成 立 (b, ntk =07, 这 一 说 法 对 不 对 ? 
(o) HHRH, ) = 时 ,对 所 有 整数 7?, HE, ntr”, X 
一 说 法 对 不 对 ? 


(a) 证 明 ，(299，247) =13; 


(b) RH 299 -+247y=13 的 两 组 解 ， 

Gei RHH 299z 二 247y 一 52 的 两 组 解 . 

(a) 若 避 二 az-+5 二 0 有 一 整数 根 ,证 明 此 根 整除 2， 

O E tar+b=0 有 一 有 理 数 根 ,证 明 此 根 实际 上 是 一 整数 ， 
证 明 : A alb, cid, N] ac|bd, 

证 明 ; Æ dla, d|b, Hj g iab, 

证 明 : Æ clab, (c, a) =d, Di c|db. 

AER. "dza d| (a+b), 4| (a 一), 则 4a| (a, bn, 

WH: “E ab, Mla, 8) EPROR. 

证 明 : H p| 0a- b) Ji p| (i100 一 Q), 可 得 pl (ad 一 pc)， 

证 明 : 对 所 有 2%>0, 有 6|(02 一 2)， 

(a) 证 明 : 若 对 某 一 有 10| 7+1), 则 对 所 有 n>0, 
10| (3837+41): 

O 当 mw 是 怎样 的 数 时 ,有 101(3" 寺 1)? 


$2 因子 分 解 的 唯一 性 


本 节 的 目前 是 介绍 素数 ， 它 是 数论 研究 的 主要 对 象 之 
一 ; 间 时 还 要 证 明正 整数 因子 分 解 的 唯一 性 定理 ， 它 对 于 以 
后 的 内 容 也 是 十 分 重要 的 .本 节 中 ， 小 写字 母 总 是 代表 正 整 
数 . 

大 于 工 且 除 了 工 和 它 自身 外 没有 其 它 正 因子 的 整数 称 
HEA. 大 于 工 而 又 不 是 素数 的 整数 叫做 合 数 ， 这样 , 2，3， 
5, 7 等 都 是 素数 ，4，6,，8, 9 等 都 是 合 数 ， 还 存在 着 很 大 的 
Si. 如 
170, 141, 183, 460, 469, 231, 731, 687, 308, 715, 884, 105, 727 
” 额 是 一 个 素数 ， 合 数 显然 可 以 任意 大 ， 注意 , 我 们 称 1 既 非 
素数 ,也 非 合 数 . 虽然 了 除了 工 和 它 自身 外 ， 没 有 其 它 正 因 
子 , 但 如 把 它 包 括 在 素数 内 ， 有 些 定理 (特别 是 因子 分 解 唯一 
性 定理 ) 会 变 得 非常 麻烦 ， 我 们 将 把 工 称 为 单位 元 ， 这 样 , E 
整数 集合 就 被 分 成 了 三 类 ; 素数 、 合 数 和 单位 元 . 


【练习 1】 侦 素 数 有 多 少 个 ? 末 位 数 为 5 的 素数 有 多 少 


个 ? 


我 们 的 目标 是 要 证 明 , 每 一 正 整数 都 能 写 为 素数 之 积 , 而 
且 这 种 写法 是 唯一 的 .车 两 个 乘积 只 是 其 因子 的 次 序 不 相 
同 , 我 们 将 不 把 它们 看 作为 不 同 的 分 解 式 ， 因 此 ， 
2°.3.7, 2.3.:7.2, 7.8.2.2 
中 每 一 个 我 们 都 看 作 是 84 的 同一 分 解 式 ， 这 样 , 整个 正 整 数 
系统 网 可 通过 素数 的 乘法 建立 起 来 . 以 下 ， 起 先 的 两 个 引 理 
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将 要 表明 , Cen Ehnen, 接着 我 们 再 证 明 
这 种 表示 式 的 唯一 性 . 

引 理 1 eren >1,， 均 可 被 一 素数 整除 . 

证 明 车 % 是 素数 ,， 则 引 理 已 经 得 证 , 因为 整除 自身 . 
有 反之 ,假定 % 为 合 数 ， WA, 根据 定义 , nw 除了 1 和 自 号 外 ,还 
有 另 一 因子 , 假定 d 就 是 那个 因子 , 则 对 某 个 nm, A %= dina， 


且 由 于 di 或 n, 可 得 1<ni<n，( 事 实 上 . GE , 但 我 


们 只 需要 用 到 它 小 于 这 一 点 .) 若 属 为 素数 ， 则 fe 我 们 
找到 了 的 一 个 素 因 子 ， 引 理 也 就 得 证 ， 但 若 nz 也 为 合 数 ， 
则 对 于 某 整 数 %s， 有 4 一 dzm2， 且 1<ns<n1。， mie 为 素数 ， 
那么 我 们 不 必 再 证 明 下 去 了 : n 是 一 个 素数 ， 且 neind 为 
neni, Win)， 若 n 不 是 素数 , 即 它 为 合 数 ( 注 意 , m2 KFI), 
就 有 % 二 dsns， 且 < 过 ns 过 na， 如 此 继续 下 去 : ZE Nn, na, Ne, 
… 这 些 数 中 , 终 将 出 现 -一 个 素数 , 这 是 因为 
NTa ae S Nga 24 es, 
MEA n BKF WEE 
出 现 一 个 素数 , 将 它 称 为 nx, 则 因 
Ry äi. MA läis sen, Win, 
可 推出 min, 
利用 归纳 法 原理 的 第 二 种 形式 ( 见 附 录 一 )， 可 以 更 有 效 
地 证 得 引 理 1， 由 观察 知 , 引 理 1 对 nn 一 2 成立， 假定 它 对 所 
有 n< 成 立 , 那么 , 要 未 1 二 1 是 素数 , 此 时 论证 即 可 结束 ; 要 
末 有 二 被 某 三 整除 , H 夺 志 .但 根据 归纳 法 假设 ,被 一 
个 素数 整除 , 该 素数 也 就 整除 5 十 1， 论证 同样 可 以 结束 ， 这 
种 证 法 在 本 质 上 与 第 一 种 证 法 相同 ， 只 是 归纳 法 原理 代替 了 
前 面 用 到 的 “如 此 继续 下 去 一 语 . 
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”利用 绚 理 1, 并 借助 于 类 似 于 此 引 理 的 证 明 中 用 到 的 论 
据 , 我 们 可 以 证 明 ， 对 每 一 正 整数 ， 至 少 有 一 种 方式 将 它 写 为 

引 理 2 每 个 整数 %, nol, 均 可 写 为 素数 的 乘积 , 

证 明 由 引 理工 我 们 知 ， 存 在 一 个 素数 产 使 六 | 人 BR 
n=Pm, 其 中 lLsmucn, ml, MR ole ug, n= p 
SU EDERT, Za, HUSS 
1， 存 在 一 素数 整除 nn， 即 1por2， 其 中 p WRA, HIS 
Hait, 若 %w==1, 论证 同样 可 以 结束 :%= pp BAIR TS 
数 和 的 乘积 ， 但 若 n>l, H3 1 BKE n= pna, ps 为 一 
素数 , 且 1<ns 一 ns。， 车 %4 一 1， 论证 可 以 结 来 , 否则 我 们 继续 
进行 下 去 ， 我 们 迟早 会 得 到 一 个 wo 它 等 于 1, XEAN: n> 
nit, 而 每 一 六 都 是 正 数 , 这 样 一 个 序列 不 会 无 限 继续 
FE, WEA k, RIKA mn=1. SE nn 一 Pi1p2…ps 就 是 欲 
求 的 ”的 素数 乘积 表示 式 ， 注意 ， 园 一 系数 在 此 乘积 中 可 能 
会 出 现 好 几 次 . 

【练习 2] ( 选 做 ) ”使 用 归纳 法 作出 引 理 2 的 证 明 . 

【练习 3】 写 出 72 和 40 的 素数 分 解 式 ， 

在 证 明 每 一 正 整数 只 有 一 种 素数 分 解 式 以 前 ， 我 们 先 证 
一 个 古老 而 优美 的 定理 . 

定理 1( 欧 几 里 得 ) ”存在 着 无 限 多 个 素数 . 

证 明 假定 不 然 ， 那 么 素数 只 有 有 限 多 个 ， 将 它们 记 为 
Pi, fe, or, Pr， 考虑 整数 
(1) 8 n=P pe Pr t1. 

由 引 理 1， 我 们 知 ”可 被 一 个 素数 整除 , 又 因 为 只 有 有 限 多 个 
SH. Ardt SR H Pi, pe, 0 pr 中 之 一 , 假定 就 是 pp， 那 
么 ， 由 于 pln, wipo ep, B o 整除 (1) 中 两 项 ， 因 此 它 也 
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整除 (1) 中 余下 一 项 , 即 ze|1， 这 是 荒 识 的 ， 没 有 素数 能 整除 
1, 因为 任何 素数 都 大 于 i， 这 一 矛盾 说 明 ,我们 开始 时 的 假 
设 是 不 对 的 . 既然 素数 不 可 能 只 有 有 限 多 个 , 就 应 有 无 限 多 
个 . B e 
这 是 一 个 很 强 的 定理 ， 我 们 在 实际 上 能 够 判明 的 素数 却 
只 有 有 限 多 个 , 目前 知道 的 最 大 素数 是 2 一 上 ,而 且 小 于 
此 数 的 素数 我 们 也 没有 全 搞 清楚 . 〈 小 于 LU .的 所 有 素数 的 
表 已 经 造 出 ,超出 此 数 很 多 的 素数 表 却 还 没有 .) 率 数 2 一 I 
H 10° 要 大 得 多 ， 它 有 3376 位 。 虽然 2 ”一 1 是 一 个 很 大 
的 数 , 比 它 大 的 整数 仍 有 无 限 多 个 , 而 比 它 小 的 整数 却 只 有 有 
限 多 个 。 因 此 , 虽然 我 们 只 能 说 出 有 限 多 个 素数 ,但 我 们 可 以 
相信 ,无 论 我 们 发 现 了 多 少 素数 , 总 还 存在 一 个 素数 需要 我 们 
去 寻找 .在 高 速 计算 机 发 展 起 来 以 前 ， 人 们 知道 的 最 大 素数 
就 是 本 节 开 头 写 出 的 那个 39 位 数 ， 相 对 地 说 它 还 是 很 小 的 . 
因此 , 如 果 你 不 求助 于 机 器 而 着 手 寻 找 一 个 比 2 全 一 还 要 
大 的 素数 的 话 , 将 要 耗费 大 量 的 时 间 一 一 至 少 要 好 儿 个 世纪 . 

在 证 明 因 于 分 解 唯一 性 定理 以 前 ， 我 们 还 要 府 题 谈 谈 另 
一 件 事 , 说 明 一 下 如 何 制 造 一 张 素 数 表 . 

引 理 8 车 % 是 合 数 , 则 它 有 一 因子 4 满足 1<ad<n"? 

证 明 由 于 % 是 合 数 , 故 存 在 整数 di A da tE n= dde, F 
H i1<di<n, 1 之 ds 过 n， 如 和 Qs 均 大 于 m2, 则 %=dids>> 
nm 一 n， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 和 as 中 必 有 一 个 小 于 或 
FT re, 


引 理 车 n 是 合 数 , 则 它 必 有 一 个 素 因子 小 于 或 等 于 


谈 素 数 ” 一 书 的 介绍 ， 第 8 页 ，1978 11 月 上 海 教育 出 版 社 出 版 ) 。 一 一 译 校 


ni2. , 

证 明 由 引 理 8 我 们 知道 ,” 有 一 个 因子 , KEA d, WE 
1<<d<sra/s， 由 引 理 工 我 们 知道 , 4 具有 一 个 素 因 子 p， 由 于 
D7<d<nv3, 引 理 得 证 . z 

引 理 4 为 寻找 素数 的 古代 方法 ， 即 有 名 的 尼 拉 多 塞 

(Eratosthenes) 得 法 提供 了 基础 ， 写 下 1 到 N 各 数 , 在 2 上 
打 - 一 圆圈 ， 划 去 所 有 其 它 的 2 的 倍数 ， 第 一 个 未 打 圆圈 又 未 
划 去 的 数 是 3, 将 它 打 圈 , 划 去 它 的 所 有 倍数 .现在 既 非 打 图 
又 未 划 去 的 第 一 个 数 是 5， 它 就 是 8 后 面 的 第 一 个 素数 ， 再 
KTHE, 并 划 去 它 的 所 有 倍数 ， 依 此 继续 ,一 直到 所 有 小 于 
或 等 于 Na/2 的 各 数 都 打 了 圆圈 或 划 去 为 止 ， 那 么 , 表 中 打 了 
圆 轿 的 及 未 划 去 的 那些 数 正好 就 是 小 于 或 等 于 N 的 素数 . 在 
说 明 为 什么 会 如 此 之 前 ， 让 我 们 先 看 一 例 。 取 六 =88 此 时 
Nu2?=9， 经 筛选 我 们 得 


OEE % % HH A 
Ob áA 
4# HB WH a 
© 7 2» 4 5 e HH 
E K XH NM ee 
®© 19 3 8 zë 6 7 
E 2 HH % 8 HW 
Z A LKA 中 
V Žž 4 E 
Um % 4 59 3 
IW AHK Le 
13 äm Aë 6 73 


划 去 2, 3, 5, 7 的 倍数 后 , 我 们 就 发 现 了 小 于 81 的 所 有 素数 . 
类似 地 ， 要求 出 小 于 10, 000 的 所 有 率 数 ， 我 们 只 需 划 去 小 于 
100 的 25 个 素数 的 倍 煞 即 可 . 
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为 了 得 知 这 一 方法 是 正确 的 , 应 注意 , 打 了 圆 图 的 任 一 数 
必 为 素数 ， 这 是 因为 , 若 它 为 合 数 , 它 就 有 一 个 比 它 自身 要 小 
BHRAT, 因此 它 应 已 被 划 去 . 另外, 任 一 未 被 划 去 的 数 也 是 
素数 .假如 这 样 一 个 数 不 是 素数 ,那么 ,由 引 理 4, 它 就 有 一 
个 小 于 或 等 于 WN 的 素 因 子 . 但 我 们 已 经 划 去 了 全 部 具有 
小 于 或 等 于 入? 的 素 因子 的 数 ， 因 此 , 未 划 去 的 数 和 打 宁 加 
图 的 数 均 为 素数 在 划 去 的 数 中 ， 每 一 个 都 有 一 个 异 于 月 壬 
”的 素 因子 , 故 均 为 合 数 . 

要 是 你 企图 列 出 大 量 的 数 并 开始 筛选 的 话 , 不 要 忘 ei, 
种 事 以 前 就 已 经 有 人 试 过 .十 九 世纪 ,一 位 名 叫 居 利克 
(Kulig) 的 奥地利 天 文学 家 造 出 了 一 面 巨大 的 第 子 , 它 包 括 
了 40 以 内 的 所 有 整数 ， 这 一 工作 断断续续 花 去 了 他 20 年 

时 间 , 却 未 得 到 人 们 的 重视 , 连 他 留 下 手稿 的 那个 图 书馆 也 竟 
将 手稿 的 一 部 分 失落 了 ， ERWINA TA 12, 642, 600 
到 22, 852, 800 间 的 那些 整数 . 

下 一 引 理 给 出 的 结果 使 我 们 有 可 能 去 证 明 因 子 分 解 的 唯 
一 性 ， 在 本 节余 下 部 分 , 在 未 另 作 说 明之 前 ， TE pAg 将 专 
门 用 来 表示 素数 ， 

引 理 5 若 2|c2, 则 pla 或 p12. 

证 明 由 于 2 是 素数 ， 它 仅 有 的 正 因 子 为 芋 和 2， 因 此 ， 
(p, a) =p 或 42, 0) ==1， 在 第 一 种 情况 下 ,wp|a, 论证 即 可 结 
R: ER -PRN F, $ 1 定理 5 告诉 我 们 , p12,， 引 理 也 就 得 
WE. 

【练习 4] Æ E ar 你 能 得 出 什么 结论 ， 

【练习 5】 用 归纳 法 证 明 练 习 4 的 结论 . 

ELE EI qn 均 为 素数 ， P| 9192°"0n, 则 对 基 
k, Dsg, 
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证 明 由 练习 5 我 们 知 , XIE k, B pg. Tano, bi 
为 素数 , 故 og (o 仅 有 的 正 因子 为 和 gx, 但 jp 不 为 1.) 

定理 2 (因子 分 解 唯一 性 定理 ) 任 一 正 整 数 都 能 用 一 种 
方式 也 只 能 用 一 种 方式 写成 素数 的 乘积 . 

证 明 ”提醒 一 下 , 我 们 已 约定 ， 仅仅 是 因子 次 序 不 同 的 所 
有 因子 分 解 式 都 被 看 作 是 完全 相同 的 . 

我 们 已 由 引 理 2 得 知 ， 任 一 NEE 
的 乘积 ， 因 此 要 完成 定理 的 证 明 , 我 们 只 要 说 明 , n 不 能 有 两 
种 这 样 的 胡 示 式 ， 即 寿 
(2) ni Der 和 N=], 

则 我 们 必须 证 明 , 每 个 乘积 中 都 出 现 同样 一 些 素数 , 且 各 索 数 
出 现 次 数 也 一 样 ( 昌 然 次 序 可 能 不 一 样 )。 也 就 是 说 , 我 们 要 
WERK, 整数 p, Do, e, Pn 只 不 过 是 整数 91，92,…, ;的 一 个 
重新 排列 而 已 ， 由 (2) 我 们 看 到 ， 由 于 mln, puis, H 
引 理 6 可 得 , 对 某 一 有 P1=9:， 如 我 们 用 此 公 因 子 去 除 

D Pr a = Out: der 
我 们 得 
(3) Paps" Auger GEAR 
由 于 ps Wed Jas, HE E ERR RE. 同样 应 用 引 理 6 
可 得 ， 对 某 一 人 7 一 1 2,…, 0—1, iti, 0, WD)， 有 Pe 一 gj. 
从 (3) 两 端 约 去 这 一 因子 ， 并 将 这 种 做 法 继续 进行 下 去 最 终 
我 们 会 发 现 , 每 一 都 是 一 个 g，( 在 所 有 的 p HSER, g 
不 可 能 全 部 用 完 , 因为 要 是 那样 的 话 , 我 们 就 会 得 到 素数 的 一 
个 乘积 等 于 1， 这 是 不 可 能 的 .) 如 果 将 所 有 2 和 所 有 v& 的 地 
位 对 调 ， 重复 上 述 论证 , 我 们 看 到 每 一 9 也 是 一 个 D。 这 样 ， 
Pis P2, *'*s Pm 各 数 就 是 gu, da, e qr 的 一 个 重新 排列 ， 两 种 
因子 分 解 的 方式 至 多 只 是 因子 次 序 不 同 而 已 . 


素数 分 解 式 的 唯一 性 也 可 用 归纳 法 给 予 有 效 的 证 明 ， 当 
然 证 明 思 想 并 没有 什么 不 同 。 HARA, 定理 对 9=2 NR. 
假定 它 对 n<k 为 真 , 并 设 《十 1 有 两 种 表示 式 : 

k+ ln äs Pm = qig gr. 
和 前 一 证 法 一 样 , 对 某 一 % 有 Gd, W 
TE E EE ! 
但 此 数 小 于 或 等 于 X， 由 归纳 法 假设 , 它 的 素数 分 解 式 契 唯一 
的 ， 因此 整数 Do， Pa, en Pm 是 Qi Oe een Ott itl rs Qr 
的 一 个 重新 排列 , 又 由 Pi 一 ,证 明 也 就 完成 了 . 

由 于 你 与 正 整 数 打 了 长 期 交道 (你 还 记得 不 懂 2 十 3 等 于 
几 的 情况 吗 ?)， 你 可 能 认为 因子 分 解 叭 一 性 定理 没有 多 人 少 意 
思 ; 你 甚至 会 以 为 这 是 不 证 自明 的 事 . 下 述 例子 将 用 来 说 明 ， 
它 并 非 象 你 所 想 的 那样 显而易见 ， 我 们 来 构造 一 种 数 系 ， 对 
于 它 因 子 分 解 唯一 性 定理 就 不 成 立 . 考虑 整数 二 5, 9, 13, 
“17,，…'， 即 所 有 形 为 inti 的 整数 (rn 一 0，1,，…)。 如果 一 个 
元 素 在 此 集合 中 除 1 MEI RAKAT, RITR E N 
“素数 Ai, 21 是 “素数 ,而 256=5'5 就 不 是 “素数 . 

【练习 6】 此 集合 中 , 小 于 100 的 数 有 哪些 是 “素数 ”? 

用 证 明 引 理工 和 引 理 2 的 同一 方法 , 我 们 可 证 , 此 集合 中 
每 个 数 都 有 一 个 " 素 因 子 ， 每 个 数 都 可 写 为 "素数 mes, 
(请 你 查看 一 下 引 理 1 种 引 理 2 的 证 明 , 看 看 是 否 有 什么 字 需 
要 修改 .) 但 举 一 例 即 可 表明 ， 此 集合 中 的 一 个 整数 的 素数 
分 解 式 并 不 总 是 唯一 的 : 

693 一 21.33 一 9.77， 
而 9，21，33, 77 等 均 为 “素数 . 

由 因子 分 解 唯 一 性 定理 可 得 ， 每 一 正 整 数 都 恰 有 一 种 ' 方 

式 写成 下 列 形式 ; 


E Ca, 


R= DD" Pk, | 
其 中 oc = 二 2, =, k, i n ERA Hij 时 ， 
Pi 天 py， 我 们 将 这 一 表示 式 叫 做 1% 的 素数 十 分 解 式 , 且 每 当 我 
们 号 出 如 上 的 素数 蜘 分解 式 时 , 各 未 另 加 说 明 , 就 应 作 这 样 的 
理解 : 所 有 指数 均 为 正 , 各 素数 互 不 相同 表 A 给 出 了 小 于 
10 且 不 能 被 2 和 5 整除 的 所 有 m 的 最 小 素 因 子 ， 借 助 此 表 ， 
任何 ”和 10 的 素数 突 分 解 式 都 易 求 得 例如, 取 8001, CR 
然 不 能 被 2 或 5 整除 , 表 A 给 出 它 的 最 小 素 因 子 为 3, 那么， 
8001/3==2667， 该 表 又 表明 , 3 也 是 2667 的 因子 . 2667/3= 
889. 同样 查 表 可 知 7|889， 最 后 , 889/7= 127, 它 是 素数 , 这 
样 ， z 
8001 = 3832.7.127., 

【练习 7】 7950 的 素数 寡 分 解 式 是 什么 ? 

在 结束 本 节 前 , 我 们 还 注意 到 , 整数 的 素数 分 解 式 提供 了 
不 用 欧 几 里 得 算法 而 求 出 最 大 公 因 子 的 另 一 方法 ， 例如 ， 考 
E n= 120 =2".3.D 和 m=252==22.32.7， 我 们 看 到 ，2? 整除 
mäin, 但 2 的 更 高 次 容 都 不 是 m% 和 nn 的 公 因 子 ， 又 ，8 整除 
m 和 和 m, 3 的 更 启 次 大 都 不 是 它们 的 公 因 子 ， 此外， 再 没有 其 
它 整 数 整 除 m 和 %, 因此 23 就 是 mw 和 % 的 最 大 公 因 子 ， 给 
出 了 mm% 和 的 素数 考分 解 式 后 ， 我 们 可 在 必要 处 插入 一 些 指 
数 为 零 的 系数 ,使 mw 和 被 写成 同样 一 些 素 数 的 乘积 例如 ， 

120 =2$.31.51.70, 252=23.82.8°.71 

一 般 地 , 我 们 有 

定理 3 ez fil (sl, ss, EI, 
(4) mn: pi, n=pi p pk, 
则 (m, n) =p p pt, 
其 中 g= min(e, fi), $=1, 2, +, k, 
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我 们 将 略 去 正式 的 证 明 ， 但 要 是 你 自己 想 证 一 下 定理 的 
正确 性 , 当 没 有 什么 困难 吧 . e 
由 因子 分 解 唯一 性 定理 可 得 ， 每 一 正 整 数 均 可 写成 这 样 
的 形式 ， ` 
n 一 pips 。 dd 
手头 有 了 一 张 素 数 寡 分 解 表 ， 要 求 最 大 公 因 子 就 很 容易 
了 ， 附 录 四 表 0 就 是 素数 寡 分 解 表 的 一 部 分 ， 它 为 一 些 大 数 
给 出 了 完整 的 素数 寡 分 解 式 ， 由 于 在 另外 几 节 中 的 某 些 习题 
要 用 此 表 , 因此 我 们 将 它 附 在 书后 。 : 


A A 
1， 求 下 列 各 数 的 素数 罕 分 解 式 
(a) 111: (b) 1234; ren 2345; 
(a) 3456; (e) 4567; (£) 111,111; 


(g) 9992999, 999, 999, 
2. MEH kale rr A dab, DI dla djb, ` 
3， 坦 塔 格 利 亚 (Tartasglia, 1556 年 ) 曾 称 : 下 列 和 数 、. ri, A 
14244, 1424448, 1+2+448446,... v 

交替 地 为 素数 和 合 数 , 证 明 他 销 了 . 
d (ay 迪 布 凡 耳 (DeBouvelles, 1509 年 ) 曾 称 : 对 所 有 ?这 1, 6n 十 1 和 


6n 一 1 中 至 少 有 一 个 是 素数 ,证 明 他 错 了 ; kan- E E 


— b) 说 明 有 无 限 多 个 ”使 n-i 和 Di 1 同时 为 合 数 ， 

5， 相 继 的 两 个 立方 数 之 差 总 能 被 2 整除 吗 ? / 

| 6. 证 明 : HERH n 的 素数 赛 分 解 式 中 每 一 指数 都 是 偶数 时 , ”是 一 
个 平方 数 . 

， 相 应 于 大 次 车 的 命题 应 怎样 说 ? 
. 一 个 素数 能 不 能 同时 整除 % 和 % 十 1(% 之 1)? 
.证明 :， 当 %w>0 时 , nm 十]) 决 不 会 是 一 个 平方 数 ， 


T 
8 
9 
10. (a) 验证 25.9? 二 2592， 
p CH kinet, to kont E Kalyn yE ZK 
SBER Necke Cth) mel OI 


li. 
12. 


13. 
Lé. 
15. 
16. 


17. 


18. 


19 


(bi 是 否 能 有 其 它 4, b, WE 2 a = 25a (这 里 ,25ab 表示 2 


的 各 位 数字 , 不 是 相 乘 ,) 、 

2 是 什么 素数 时 , 17p 十 1 是 一 个 平方 数 ? p di H 

(a) Raen tnt, n+ ant 均 为 合 数 ; 

(b) 著 1%=5! 二 证明 2+12-2,2 二 3 和 2 十 4 都 是 合 数 (关于 
记号 “1”, 见 附录 二 .) 

(e) 求 由 1,000 个 相继 合 数 构成 的 序列 . 

证 明 ， 阁 nn 是 合 数 ,2" 一 1 也 是 合 数 . 

上 述 命 题 之 道成 立 吗 ? 

设 pD 是 合 数 % 的 最 小 素 因 子 ,证 明 ; 若 六 > 043 M n/p 是 素数 . 

下 殉 命 题 是 否 正确 ; A p 和 q 整除 n, 且 均 大 于 全 人 M n/r SS 
Zo 

EX aD ns te, DODIRE alm P bim 的 最 小 
正 整数 m, 

(a) REL, 30] 和 [pq, 20°], Eh p Ag 为 不 同 的 奇 素数 ; 

(Di 证 明 ; 若 4= pipe epp, bp pi, Blo, b]=prp epz, 
其 中 9 一 maX(ei， Lite, fi> 0 ,i=1, 2, e, kz 

(c) 由 (b) 和 定理 3 推出 , [a, 6]=ab/(@, b), 

在 以 下 关于 无 限 多 素数 的 存在 性 证 明 中 补 上 漏 写 部 分 : 设 2, 3,…， 
pn 部 是 素数 ， 设 入 二 2.3.…ps， 并 假定 入 =ab, 那么 a+b>p,, H 
pra+tb, 1 二 1,2,…:, ph， 因此 ,a+5 有 一 个 大 于 pn 的 素 因子 . 


oO SN 为 奇数 ,证 明 存 在 一 个 平方 数 ， 当 它 加 上 N 时 仍 为 一 个 
平方 数 : 


(hi E N+te=b, N 具有 怎样 的 因子 ? 
Lei 对 1189 依次 加 上 P, 2, 33, …， 直 到 认 出 一 个 平方 数 为 止 ， 


“并 借 此 对 1189 分 解 因子 ; 参见 表 B) 
O 用 同样 方法 对 9379 进行 因子 分 解 
20. 


确证 下 列 素数 判别 法 : 车 % 为 大 于 5 的 奇数 ， 日 存 在 互 素 束 数 4 和 
b, 使 
a—b=n 和 a+b= pp, 


er 


(其 中 pf, Pe TT RARO, MI n ERR, 


ds 


Nt. 


Ki 


22. 


. 证明: 小 于 党 的 所 有 奇 素数 恰 是 不 包含 在 下 列 算术 级 数 中 的 所 有 


奇数 : 

r? 72 十 27 ,人 十 47 ，…, 《直到 o, 
而 ?二 3, 5,7,…,《 直 到 n=). 
设 Pn 一 pipa…pn， 自 9 一 1 二 Pn, 二 0,1，…,% 一 1， 其 中 ，Py 
pe, pa 是 由 小 到 大 排列 起 来 的 素数 : 2, 3, 5, 7, GER, ZS 
1 二) D, (Qi, a) =EL, 


— Di — 


FEAR YSO 


53 ”线性 不 定 方程 


考虑 从 一 个 古老 问题 变 来 的 下 述 问 题 . z 
一 上 只 箱 中 装 有 多 只 蜜蜂 和 多 只 蜘蛛 ， 它 们 共有 46 只 脚 ， 
其 中 多 少 只 脚 是 蜜蜂 的 ? 
如 令 2 为 箱 中 蜜蜂 数 , y 为 师 蛛 数 , 则 我 们 知 
(1) Gr + 8y=46. 
这 一 方程 有 无 限 多 组 解 , 例如 . 
e 一 { 0 6 ` dad 2 
y 52/8 46/8 10/8 46/8—-3vV2 
但 是 , 这 些 解 都 不 满足 问题 的 要 求 ， 因为 我 们 要 求 2 和 % 定 束 
数 , 而 且 还 应 是 正 整 数 ， 
对 这 种 方程 求解 时 , 解 要 限制 在 某 类 数 中 , 它 可 以 是 正 整 
数 、 负 整数 有理 数 或 任何 其 它 类 别 的 数 ， 这 种 方程 称 为 去 番 
图 万 程 .亚历山大 里 亚 城 的 丢 番 图 (Diophantus, 可 能 生活 在 
公元 150 年 左右 ) 第 一 个 提出 并 求解 需求 整数 解 和 有 理 数 解 


的 问题 。 在 本 书后 曾 某 几 节 中 , 我 们 还 要 考虑 其 它 丢 番 图 方 


程 , 例如 ， 
e Latz, 022 一 202 一 | gt -六 一 2 
对 它们 要 寻求 整数 解 . 这 三 个 方程 在 实数 和 复数 范围 内 都 有 
无 限 多 组 解 ; 但 在 整数 范围 内 ， 第 三 个 方程 具有 平凡 解 ， 即 2 
和 2 中 至 少 有 一 是 零 . 而 另 一 方面 ， 第 一 个 方程 和 第 二 个 方 
程 却 都 有 无 限 多 组 整数 解 . 
本 而 中 ,我 们 要 考虑 下 列 最 简单 的 丢 盔 图 方程 : 线性 不 定 


— Ki 


ob 


方程 
ar + by=0, 

HH a, b, o 都 是 整数 ， 这 里 , 我 们 还 假定 5 和 都 不 为 零 ;4 

或 5 有 一 为 零 的 情况 到 后 面 我 们 也 要 稍 提 一 下 ， 我 们 想 要 找 

出 2 和 2 为 整数 的 解 . 方程 z+by 一 ¢ 显然 在 有 理 数 范围 内 


具有 无 限 多 组 解 , 从 而 在 实数 范围 内 也 有 无 限 多 组 解 , 写 出 来 


就 是 
t=t, y= (e—at)/b, 

其 中 t 为 任意 有 理 数 . 但 是 , 这 样 一 个 方程 有 可 能 根本 没有 
整数 解 . 例如 ，2% 十 4 = 5 束 没 有 整数 解 

【练习 1】 为什么? 

借助 于 $1 定理 4 和 定理 名 我 们 可 求 az 二 =o 的 全 部 
整数 解 。 在 此 以 前 , 让 我 们 先 用 尝试 法 解 类 蜜蜂 和 蜂 蛛 问题 
LL 用 2 除 (1) 的 两 端 , 我 们 有 ri An 29. 或 
23— 4y 
一 3 


由 于 和 y 必须 是 正 整 数 , 我 们 可 令 y=1,2, 3, 4, 5, 并 计 


算 相应 的 z 值 (车 y>>5, 则 > 为 负数 ): 

y 1 2 3 4 5 

o 19/3 5 11/3 7/3 1 
因此 , 该 不 定 方程 有 两 组 整数 解 ，z=5 y=2 和 w=1, y=5. 
但 原 问题 说 明 箱 中 有 多 只 蜜蜂 ， 故我 们 只 要 一 个 解答 ，30 只 
脚 属于 蜜蜂 ， 尝试 法 有 时 是 解 不 定 方程 的 最 好 方法 , 但 我 们 
想 要 找 出 更 有 把 握 的 办 法 来 ， 

注意 , 如 果 我 们 能 找 出 不 定 方程 的 一 组 解 , 那么 我 们 就 能 

找 出 它 的 无 限 多 组 解 . (根据 我 们 的 约定 , 小 写字 母 车 未 另 加 
说 明 总 代 玫 整数， 说 到“ 解 ” 则 总 是 指 “ 整 数 解 ”.) 我 们 用 引 理 
工 来 证 明 这 -- 点 ， 


引 理 如 zo 和 和 go 为 az +by=c 的 一 组 解 , 则 对 任何 整 
数 zo 十 0t, yo— at 也 是 az 十 by =6 的 解 . 
: 证 明 EBA czo 十 0%o 一 6 因此 ， ` 
ZKZo 十 bb +0(yo— at) =aro+abtt byo— bat 
一 400 十 0o0 一 0， 
故 zo 十 bf, yo 一 at 也 满足 此 方程 例如, 由 观察 我 们 知 ,z=1， 
y= 2 W E 
5r +6y=17, 

由 引 理 工 得 ，z= 工 十 65 9 一 2 一 2 为 任意 整数 ) 也 古方 程 的 
解 ， 这样, 我 们 可 随意 写 出 许 许多 多 解 来 / 

+ 0 1 —i 3 —5 If 一 1000 

ce 1 7 —5 .19 —29 103 .一 5999 

y 2 —3 7 —13 27 —83 5002 


各 对 z 5 y 都 满足 5z 十 6y 二 17.， 


【练习 2】 用 观察 法 求 出 z+5y=10 的 一 组 解 , 并 用 它 


写 出 另外 五 组 解 来 . 

在 有 了 下 列 引 理 之 后 , 我 们 会 看 到 ， 不 失 一 般 性 ， 总 可 假 
(a, 5)=1., 

HE? Fla, b)te, W cz 十 2% = 无 解 ; 而 着 (&, 8)16， 
则 az 十 by 二 6 有 解 . : 

证 明 ”假定 存在 ze A yo fE azrotbyo=c, WN (a, 8) |awo，, 
(a, 5)ibyo, WTL, (a, b)je. Rè, 假定 (ga, 0) 1c, 则 有 某 一 
m, 使 c=m(%, 6)， 由 $1 引 理 4, 我 们 知 存 在 r 和 s, 使 

/ ar+bs= (a, b), 
因此 ， diem) +o(sm) = mg, DI zë, 
从 而 X= 二 7m, y=sm 是 一 组 解 . 


” 【练习 3】 下列 不 定 方程 中 , 哪 几 个 是 不 可 能 方程 ? (CG 
一 个 不 定 方程 无 解 , 我 们 就 称 它 为 不 可 能 方程 .) 
(a) ld4z 十 34% 一 90; (b) 14e +35y=91; 
(0) 14s -+36y=93, 
记 d=(a, 5)， 引 理 2 说 明 , 若 az+by 一 o。 有 解 , Wde. 
S a=da', b=db', c= 二 de'， 如 用 4 除 ar+by=c, 我 们 得 
w+tOY=0; 
这 一 方程 与 ax 十 by 一 c 有 相同 的 解 集 . 由 §$ 1 定理 1 我 们 知 ， 
(ca，0) 一 1、 因 此, 如 果 一 个 线性 不 定 方程 有 解 ， 我 们 就 可 通 
过 解 一 个 系数 互 素 的 方程 而 把 解 求 出 ， 例如 ， 练 习 3 中 前 两 
个 方程 就 分 别 等 价 于 
Tæ-+1Ty=45, 2æ+5y=13, 
HS 17)= (2, 5)=1, 
方程 2 十 5y = 13 有 一 组 解 为 z=4 和 y=1， 而 由 引 理 二 
我 们 知 ，z2 一 4 十 6t, y==1 一 2t(t 为 任意 整数 ) 都 是 它 的 解 ， 在 
下 一 引 理 中 , 我 们 将 证 明 , 它们 就 是 此 方程 的 所 有 人 解 ， 一 般 说 
来 ， 求 丢 番 图 方程 所 有 解 的 问题 与 求 车 于 组 解 的 问题 是 很 不 
相同 的 .例如 ,方程 
/ 023 十 9 一 加 十 208 
其 有 下 列 形式 的 解 ， 
æ=]1— (s— iist 300, 
V 一 一 上 十 (十 3 (92 十 312) ， 
2 一 8 十 3{ 一 (8? 十 312)? 
幼 一 一 8 十 3 十 (92 十 312)2， 


其 中 s 和 + 可 以 是 任意 整数 MEKARO, TARA 
来 进行 验证 . 然而 ， 并 不 是 该 交 万 程 的 所 有 整数 解 都 能 用 上 面 


AARI. 

引 理 8 假定 bat (a, b)=1, H za yo 是 cz 十 0 一 
的 一 组 解 , 则 az 十 2y=2 的 所 有 解 可 写 为 

r =gzot Dt. Y= t, 

其 中 二 是 整数 ， 

证 明 ”由 引 理 2 我 们 看 到 ， 因 为 (a, 3) =1, 而 对 任何 6， 
有 1|c, 故 所 述 方程 确实 有 解 。 那么 , 设 7, 8 是 azf 二 by==6 的 
任意 解 . 我 们 要 证 ，7 一 zo 二 6bt, 8 一 yo 一 Qt 必 对 菜 一 整数 t 成 
立 , 由 gzo 十 byo 一 6 得 


C—C = (azo + by) — (ar + bs) 
HI 


(2) a(zo—r) +0(yo—s) =0, 

由 于 oieiae nt, alt, 我 人 有 615(yo 一 s)， 但 我 们 已 假定 a 
与 3 是 互 素 的 ， 由 $1 定理 5 得 o| (yo 一 s)， 便 存在 一 个 整数 
t, {$ Ea 

(3) at = yo—~s. 


代入 (2) 便 得 
g(ro—7)+bat=0. 


因为 a#0, 我们 可 将 它 约 去 , 得 
(4) : ro—7 0t=0. 
而 (3) 和 (4) 表 明 
s=yo—at, 一 0o 十 0 

因 r, s 是 任意 解 , 故 引 理 得 证 . 

主 引 理 H, RART a0, $p ab=0, R ar+by=e 
的 问题 就 非常 简单 ， 车 as=0, M w 可 取 任 意 束 数值 , 而 yy 可 
取 一 个 值 或 元 饰 , 依照 bn TEREA A AER IEIET AE. 当 
0=0 时 , 情况 类 做 
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我 们 可 以 将 引 理工 到 引 理 8 的 结果 总 结 如 下 . 

定理 1 rie, 3)te, WAER ENE at by=e(ab#0) 
无 解 ; Aa, 8) 1c, 则 对 zz 十 0 一 o 其 中 必 =C (a, b), 0'= 
Kito, bi, ei-eite, 03)) 可 找到 一 组 解 z=7,g 一 8, H ar+by= 
e 的 所 有 解 可 写 为 

=r +b't, y =s—a%, 

Hp t ETERA. 

在 85 中 , 我 们 将 看 到 如 何 利用 同 余 式 求解 线性 不 定 方 
程 . 

掌握 上 述 定理 的 内 容 可 能 比 实际 求解 线性 不 定 方程 要 难 
一 些 ， 举 一 个 例子 , 让 我 们 求 出 2 十 6y==18 的 所 有 解 ， 除 以 
公 因 子 后 , 我 们 得 2 十 3y=9。 由 观察 法 知 , y=0, z=9 是 一 
组 解 。 因 此 所 有 解 可 写 为 
(5) w=9+8t, y=— 
其 中 # 为 整数 . : / 

[练习 4] R Zen 20 的 所 有 解 ， 

【练习 5】 在 正 整 数 范围 内 求 2z+T6y= 蕊 的 所 有 解 . 
(注意 , 由 (5), 这 就 相当 于 求 整数 访 使 9 二 34>>0， 一 > 0.) 


J. S 
1. 求 下 列 方程 的 所 有 整数 解 : 
(a) Le (b) Zetus 
(e) 15z+16y=17. > (d) 15r+18y=17, 
<. RK PID FERIE ees, 
(aY ZEy=2; i W) 2æ+y=2;. 
(c) 6z+15y=51; (dD 7z+15y=51, 
3. 求 下 列 方程 的 负 整数 解 : | | 
(ay 6x 一 15y 一 51; On. Get Uz Dl ` 


JP 
A — A? —— 


10. 


ll. 


12. 


13. 
14. 


， 求 下 列 方程 组 的 正 整数 解 : 


7 十 1 十 和 一 了 
gz+2y+3z=41, 


. Bak ISTABA 296 只 脚 和 35 个头 ， 其 中 有 多 少 


RIB? (已 知 每 只 蝎子 有 3 只 脚 ,假定 每 条 蝇 蛤 有 100 RA.) 


: 某 人 用 9 角 9 分 钱 买 了 12 只 水 果 ( 苹 果 和 桔子 ), 每 个 苹果 比 每 个 


桔子 贵 3 分 钱 , 且 买 的 苹果 数 多 于 桔子 数 ， 问 他 买 的 荚果 和 桔子 各 
多 少 ? 


. 某 人 出 售 羊 和 和 牛 , 共 得 2890 Jr 元 ， 羊 每 头 180 元 , 牛 每 头 290 元 , 问 


他 卖 出 多 少 头 牛 ? 


. 用 30 张 票面 值 为 五 分 、 一 角 和 二 角 五 分 的 钞票 竞 换 5 元 钱 ， 有 多 


少 种 不 同 的 兑换 方法 ? 


.参加 数论 学 习 的 菜 班 由 二 年 级 、 三 年 级 和 四 年 级 的 部 分 学 生 组 成 . 


车 每 个 二 年 级 学 生 缴 费 1.25 元 , 每 个 三 年 级 学 生 缴 费 0.90 元 ,每 
个 四 年 级 学 生 缴 费 0.50 元 ， 全 班 26 名 学 生 , 一 共 缴 费 25 元 , 问 
每 个 年 级 各 有 和 多少 名 学 生 ? 
AN. “我 们 三 人 共有 100 元 , ”BB 说 :“ 对 ,如 果 你 的 钱 是 现 有 的 6 
倍 , 我 的 钱 是 现 有 的 1/3, 我 们 三 人 仍 有 100 元 .”C 说 : “页 不 公平 ， 
我 连 30 元 钱 都 不 满 ” 问 每 人 各 有 和 多少 钱 ? 
当 安娜 的 年 龄 达到 玛丽 现在 的 年 龄 的 3/2 倍 时 ， 玛 丽 的 年 上 将 是 
现在 安娜 的 年 龄 的 5 倍 ,现在 两 人 都 未 到 达 可 以 参加 选举 的 年 龄 ， 
问安 娜 是 几 岁 ? 
假定 4, b,c 无 大 于 1 的 公 因 子 ， 证 明 azx 二 by 十 cz=1 的 解 可 表示 
t=rt+crm+nb/d, 
y=st+csm—na/d, 
z=u—dm, 
KE O ERER, r 和 s HE art+bs=d= (a, d}, t muğ 
E dt+cu=l, 
利用 上 述 结果 求解 7z 十 8g 十 9es= 1 
菏 人 到 银行 去 兑换 一 张 4 元 和 c 分 的 支票 ， 出纳 员 出 错 , 给 了 他 e 


15. 


元 和 和 44 分， 此 人 直到 用 去 PaT RAR, IR ERRA 
2d 元 和 2e 分 ， 在 上 述 假定 下 , 那 张 支票 原来 是 多 少 钱 ? 

安娜 带 30 个 蛋 、 巴尔 巴 拉 带 4 个 蛋 到 市 场 上 出 售 . 每 人 以 5 分 
一 个 蛋 的 价格 卖 出 一 部 分 ,余下 的 蛋 后 来 降价 出 售 ( 以 分 计价 ， 价 
格 仍 是 整数 )， 各 人 卖 得 的 钱 数目 相同 ， 她 们 每 人 至 少 卖 得 了 多 少 
钱 ? 
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$4 同 余 式 


闻 余 式 不 但 相当 有 趣 ， 而 且 应 用 广泛 ， 以 后 就 要 经 常用 
到 ， 任 何 尚未 真正 掌握 同 余 式 的 人 , 都 不 能 自称 熟悉 数论 . 利 
用 同 余 式 易 证 , 形 为 8z+7 的 整数 , 都 不 能 写 为 三 个 平方 数 之 
和 , 这 是 说 明 同 余 式 用 处 的 一 例 , 后 面 我 们 将 要 证 明 这 一 点 . 

当 且 仅 当 m| (ab). RIR a 与 对 模 m 同 余 , 用 记 
号 可 写 为 a=5(mod m) (这 里 总 设 m0)， / 

例如 ，i 三 5(mod 4), —2=9(mod 11), 6=20(mod 7), 
(20=0(mod 10). 

【练习 1】 下 列 各 式 正确 吗 ?y 91=0(mo0d7); 3 十 5 十 7 二 
bimod 10); —2=2(mod §); 11°=1(mod3). 

本 质 上 , m|(a—b) Fi a=b (mod m) 只 不 过 是 间 一 性 质 的 
不 同 表示 法 而 已 . 但 是 , 一 种 好 的 记号 可 以 显示 出 一 些 新 的 
结果 ， 而 没有 这 种 记号 ， 要 看 出 这 些 结果 可 能 就 会 困难 得 多 ， 
同 余 式 的 记号 是 高 斯 (Gauss) 在 1800 年 左右 首创 的 ， 它 看 起 
来 有 点 象 等 式 的 记号 ， 事 实 上 , 我 们 以 后 就 会 看 到 , 同 余 式 和 
等 式 有 着 许多 共同 的 性 质 ， 此 外 ,这 一 记号 也 暗示 了 与 通常 
的 代数 运算 相似 的 许多 结果 ， 

可 用 另 一 种 方式 看 待 凤 余 式 . 

定理 下 当日 仅 当 存在 一 整数 使 4=5b 十 km 时 ， 

a=b (mod m). 

证 明 g a=b(modm) 那么 , 由 同 余 式 定义 , mi(a 一 5). 

又 根据 整除 定义 知 , 存在 一 整数 训 使 bm 一 (a 一 5), 故 4 一 5 十 


d G T 


wi gd? 


bon RAX, a=b+km, 也 可 证 得 a=b (mod m), 

【练习 2】 完成 这 一 定理 的 证 明 . 

定理 2 每 一 整数 恰 与 0, 1, e, mm 一 I 中 一 数 同 余 
(mod m), 

证 明 记 4=gm+7, 其 中 0<7<m， 由 $1 定理 2 知 ,9 
和 7 是 唯一 确定 的 ， 由 于 4 三 r (mod m), 定理 得 证 . 

我 们 称 上 述 定理 中 的 数 7 为 a 的 最 小 剩余 (mod ml, H 
如 ，71 对 模 2，3, 5, 7 和 1 的 最 小 剩余 分 别 为 二 2, 1, 1 和 和 
D. 

【练习 3] 23, 29, 81, 87 Mi 4i 的 最 小 剩余 (mod11) 和 名 
为 什么 数 ? 

看 待 同 余 式 还 有 一 种 方式 : 

定理 3 当 且 仅 当 < 和 ?用 m 相 除 留 下 相同 余数 时 ， 

a=b (mod m), 
证 明 op Batz r, Mi 
a=qm+r, Dram, 
qi 和 9s 为 某 两 个 整数 ， 由 此 得 
a—b= (qım+r)— (mt+7) =m(g1— q2). 
根据 整除 定义 , RIA m| le 一 6)， 由 同 余 式 定义 , 我 们 得 出 
结论 : 4 三 5(mod m)， 为 了 证 明 其 逆 , 设 4 二 09(mod m). 那么 ， 
4 三 6 三 7(modm), 其 中 7 是 对 模 mrw 的 一 个 最 小 剩余 ， 然 后 由 
定理 1， 
a=qımt+tr, b=qm+tr, 

qı 和 9s 为 时 两 个 整数 ; 因 0<7<m, 改定 理 得 证 . 

由 定理 1 和 定理 3 可知 ，'% 三 7(mod8) , “n=718k, k 
为 某 一 整数 和 “m 用 8 相 除 留 下 余数 7 这 三 句 话 是 同一 件 事 
的 三 种 不 同 说 法 . 
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【练习 4] 用 另外 三 种 方式 说 明 % 是 奇数 ”. 

【练习 5] 证 明 ; 当 且 仪 当 4 二 00modp) 时 , ple, 

正如 你 在 下 面 三 个 练习 中 将 要 证 明 的 那样 ， 同 余 式 与 等 
式 具 有 许多 相间 的 性 质 . 
o [836] 证明， 

(a) 对 一 切 整 数 w, a=a (mod m); 

(b) # 4 三 0Qnod m), 则 6 三 a (mod m); 

(c) 和 若 4 二 6(mod m), b=c (mod m), Mj & 志 6(mod m). 

【练习 7】 证 六; 奋 4 二 6 (med m), I 

4 十 6 三 0 十 C(mod m), 

其 中 为 任意 整数 . : 

【练习 8】 (E. ZS a=b(mod m), Mj ac=be(mod m), H 
H e 为 任意 整数 . / 

练习 6, 7 和 8 说 明 , 问 余 式 可 象 等 式 那 样 进行 代 换 ， 例 
如 , 4 x 三 2(mod 5), Wi) 

2 和 一 + 二 3 三 2,4 一 2 十 3 三 9 二 4(mod 5), 

或 许 你 想 要 详细 证 明 这 一 点 ,只 要 记 住 反复 应 用 练习 8, 7 和 
6(6) 碗 行 了 .本 例 中 成 立 的 事 在 一 般 情 况 下 也 成 立 . 

虽然 , 对 所 有 整数 4, b 和 6, 若 4b 一 ac, a0, 就 有 5=6， 
但 在 说 , 由 ab=ae(mod m), a=0(mod m), 也 有 6 三 0 (mod m), 
这 束 不 对 了 . 《记号 去 表示 “不 同 余 ”.) 例 如 

3.4=3:8 (mod 12), 但 4 寺 8(mod 12), 

【练习 9) 对 模 10, 举 出 一 个 相仿 的 例子 ， 

尽管 我 们 不 能 随便 消去 一 个 数 ,但 由 下 列 定理 可 知 , 也 不 
是 什么 第 论 都 不 能 得 出 . 

定理 全 Æ ac=be(mod m), (c, m)=1, M] a=b (mod m): 

证 明 HARAN, m|(ee—be), 即 mjela—b). D 
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(m, c) =1, 由 $1 定理 5, 我 们 得 m{ (a—b), B a=b(mod m). 

【练习 10】 e 为 何 值 时 , 满足 

(a) 2x=4(mod 7)? (b) 2r=1(mod 7)? 

(提示 :对 于 (b), AH 1=8(mod7).) 

TÆ, MRE RAA mA -SATARLAR RNR 

它 消去 .现在 我 们 考虑 公 因子 与 模 不 互 素 的 情况 . 
.定理 人 车 ac 二 be (mod m), e, m) =d, M 
a=b(mod m/d). 

证 明 #ac=be(modm), Mi) mle(a 一 0), 即 m/ad|(e/qd) x 
(a 一 6).， 因 我 们 知 (m/d, c/d) ==1， 政 由 81 定理 Bb， 我 们 得 
m/d\(a—b), H I 4&2 (mod m/d). 

换 句 话说 , 同 余 式 两 端的 公 因 子 总 可 消去 , 只 要 我 们 将 该 
因子 与 模 的 最 大 公 因 子 去 除 模 即 可 .例如 ,由 

30z 三 27 (mod 33), 
可 得 10r=9(mod 11), 

【练习 11] 4 为 何 值 时 ,满足 22 二 4(mod6)? 

现在 我 们 就 可 看 到 ， 要 证 明 形 为 Bai a 
会 是 三 个 平方 数 之 和 是 何等 容易 啊 ! 假如 6=8n-+7 是 二 
平 廊 数 之 和 ,那么 6 寺 7(mod 8)， 且 对 某 些 整 数 4, b F oe, 有 
1 一 驻 十 0 二 62， 因此 ， 

a? +b? +e°=7 (mod 8), 
现在 我 们 证 明 ， 对 任何 整数 c, 2 和 ec， 上 述 同 余 式 都 不 能 成 
立 . 对 模 8, a 每 一 整数 的 最 小 剩余 (mod 8) 必 
为 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 中 一 数 ， 而 对 模 8, 还 有 
P=0, 1=1, 2 =4, Bel 4?=0, 5B=1, 
Gd Viel, 
于 是 , 任 一 整数 的 平方 对 模 8 d UI 工 和 4 三 数 中 之 一 数 同 
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R MZA O, 1, 4 中 取 三 个 数 相 加 , 使 其 和 与 7 同 余 (mod8) 
是 不 可 能 的 .你 能 得 到 的 最 接近 的 结果 是 1+1+4 二 6 和 
0 十 4 二 4 三 8(mod8). ) 因 此 , 对 任何 整数 a, O We, a+b to 
决 不 会 与 7 同 余 (m0d8) 车 十 如 十 =8n 十 7 了 是 一 个 不 可 
能 成 立 的 式 子 . 
作为 辐 余 式 的 男 一 应 用 ， 我 们 要 说 明 为 什么 可 用 dn 
法 检查 出 加 法 和 乘法 中 的 错误 .可 能 你 在 算术 中 从 未 学 过 
“ 弃 九 法 ,这 里 介绍 一 下 ; 给 定 某 一 加 法 , 比方 说 
3141 -5926 + 5358 = 14329, 

将 各 加 数 的 各 位 数字 相 加 , 就 有 

3+1+4+1=9, 

5 十 9 十 2 十 6 一 22， 

5 二 3 十 5 十 8 一 21. 

如 打 这 些 和 数 中 , 有 些 数 仍 是 多 位 数 , 那么 再 做 一 次 这 样 的 加 
法 
2+2=4, 2 十 1 一 8. 

最 后 总 可 得 到 一 位 数 ， 将 它们 相 加 ， 

9 十 4 十 3 一 16， 
再 用 此 法 , 1+6 一 7, 最 后 我 们 求 得 一 个 一 位 数 , 作为 这 些 加 数 
的 “检验 数 ， 用 同样 的 方法 我 们 可 得 和 数 的 检验 数 . 

1 十 4 十 3 十 2 十 5=10， 1+5=6, 

如 采 原 加 法 做 得 对 , 这 两 个 检验 数 本 应 该 相同 ， 而 在 此 例 中 ， 
检验 数 不 一 样 , 故 加 法 做 错 了 ， 注 意 , 弃 九 法 并 不 能 确保 某 一 
计算 是 正确 的 ， 例 如, 对 

10+11=80 
施行 弃 九 法 时 , 就 查 不 出 错 来 , 因为 两 个 检验 数 都 是 3. 不 过 ， 
有 些 普 通 的 错误 ， 如 忘 了 进位 等 ， 弃 九 法 还 是 可 以 检查 出 来 
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的 ， 这 一 方法 也 适用 于 乘法 . 容易 看 出 , 下 列 乘法 的 结果 错 
T: 
314.159= 49826, 

因为 左 端的 检验 数 为 8 (314 的 检验 数 为 8 159 的 检验 数 为 
6; 相 乘 后 , 我 们 知 积 的 检验 数 为 8.6= 48, 或 3), 面 右 端的 检 
验 数 为 2, 因为 4+9+T8+2-+6=29， 如果 乘法 做 得 对 ， 这 两 
个 检验 数 本 来 应 是 一 样 的 . 

【练习 12】 用 弃 九 法 验算 

(a) 123- 456 -+789 = 1268; 

(b) 271828 = 224288, 

现在 我 们 来 证 为 什么 上 述 方法 的 确 可 行 ， 其 根据 是 : 

引 理 1 10*=1(mod9), 对 n=1,2, … 都 成 立 ，- 

证 明 10"* 一 1 一 999.…999( 共 有 "个 9), 它 显然 能 被 9 整 


由 引 理 1， 可 得 

定理 6 每 一 整数 与 它 的 各 位 数字 之 和 对 模 9 同 余 . 

证 明 取 一 整数 n, 设 其 各 位 数字 可 写 为 

dydy—ıdz-2* dado, 
D  n=d10" La A0 "kg ol0 kee GA gell, 
由 引 理 1, 我 们 知 
ness dr Las Got mod 9), 

这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

例如 ，3141=3 十 1 十 4 填 1 二 9 二 0 (mod 9) ,我 们 便 知 3141 
可 被 9 整除 . | 

由 此 易 知 , 算术 运算 中 进行 “ 痉 九 ,就 相当 于 对 模 9 考 不 
同 余 ， 例 如 ， 

3141 + 5926 + 5358 = 14325, 
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ESE 6 WW], At FAAA: 


dk EE E E EE EE EE EES 
= (mod 9), 


mA- 6 同 余 (mod9).， 如果 两 个 数 不 同 余 (mod 9), A 
会 相 学 因而 14325 不 是 正确 的 和 数 . 


L7. 


>] EA 

UEH: Zr a=b moa m), Nil at =b (mod m), 
HEHH Palm ELTDE M: A A =b (mod mn, M a=b(mod m). 
FIRER: 由 a=b (mod m), FE a’ =b" (mod më)? 

A k=l(mod 4), MJ 6+5 污 什 么 数 同 余 Cmod 49 
mm 每 个 杂 数 忆 除 外 ) 与 工 或 3 同 余 Gnod4)， 
证 明 : 每 个 素数 人 和 3 除外) 与 荆 或 5 同 余 Cnod6)， 
RA, 3A 5RN A Jam, Ei mod 30)? 
AIEI 3145:92653=2910 _93995, 积 中 有 一 位 数字 遗漏 ,而 其 它 
数字 是 正确 的 , 遗漏 之 数字 是 什么 ? 
W: n RRRA d, M n=? (mod 10. 


证明 : 下 3, ?或 8. 
证明: 任何 三 你 形 数 的 末 位 数 不 会 4, TRI (一 个 三 角形 


seg nin +1)/2 的 形式 ,) 


证明: Adim, 8 三 bn00m), 则 gg 三 5 (mod di. 
证明， 可 继 铭 两 个 立方 数 之 莽 决 不 能 被 3 整除 ， 
， 王 朋 : 条 继 的 两 个 立方 数 之 EAREN O 整除 . 
征明: 行 一 个 整数 的 各 位 数字 之 和 被 Frin" gn 


(a) WHA: 10 三 (一 DGnod1ll) ,大 一 0 1, r 

(W) HE ID +d, 110% et de A EE 
+t+(—1)'d{mod11): : 

Loi 推出 被 11 RASHES A YE, 

Hii: “27,132, 818,284,500,453 可 被 11 整除 ,> 乙 说 : “RI.” 

E IEE RJ? 
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E "re nT ee sh 


19. 


20. 


2l. 
22. 


23. 
24. 
25. 


导出 7 的 定义 , HER: ET, 由 


e 证 明 . 奇 #8 为 素数 ， H. p 不 能 整除 Ai, Da, rr, Ani SOS EE de 


任何 两 数 之 差 ， 风 | ai，a3，…， apa 按 某 一 次 序 分 别 与 2, e 
Dp 一 1 同 余 modv), 
1968 年 二 月 份 有 五 个 星期 四 ,在 2100 年 以 前 ,还 会 有 吕 儿 年 有 这 
种 二 月 份 ? 
一 个 数 ， 如 果 倒 过 去 谈 仍 为 此 数 ， 称 为 回 文 数 ， 如 a2, 1331, 
935686539 等 . 
Lo) 证 明 : 每 个 四 位 数 回 文 数 被 ll Sie 
Cb 每 个 六 位 关 回 文 数 都 能 被 11 整除 吗 ? 
证 明 ， 对 所 有 a, 三 a (mod 10), 
求 一 个 整数 n, i n=](mod 2), n=0 (mod 3), n=0 mod 9) IM pR 

， 你 能 找到 无 限 多 个 这 样 的 数 蚂 ? 
Si 若 n=4(mod9), ln KGE ae Zë 
证 明 ， 若 x 三 1Qmodm” ,其 中 >>0, mm 之 1, 则 ww”* 二 1 (mod m*tt), 
A n=31, 415,926,535,897, 再 令 

f(n) =897 — 5354 926 一 SÉ 904 .. 


Ze Lälrran, 则 13|n， 检 验 118, Au s0 4 LS 2,3, 5, 7, 11 H 
13 整除 ， : / 
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Sb 线性 同 余 去 


定义 了 同 余 式 并 研究 了 它们 的 某 些 性 质 以 后 ， 很 自然 地 
要 看 一 看 涉及 到 未 知 数 的 间 余 式 , 如 3e=4mod 5), wv 十 3x 一 
35 二 0(mod 31), ZF., MEH, 我们 还 要 知道 , 如 果 这 种 同 余 式 
可 以 求解 , 具体 应 如 何 进 行 。 这 种 同 余 式 中 , 最 简单 的 是 线性 
同 余 式 ，az 三 0(mod m), 它 就 是 本 节 研 究 的 对 乏 ， 当 且 仅 当 
有 整数 wz. 和 满足 az 一 0 十 fm 时 ， 同 余 式 4zt 三 0(modm) 有 
解 . 因此 ， 解 线性 同 余 式 的 问题 本 质 上 与 解 线性 不 定 方程 问 
题 是 相同 的 ， 而 本 节 和 定理 荆 说 到 底 也 是 与 8 3 定理 工 相同 的 ， 
我 们 只 是 用 不 同 的 记 法 来 表示 相同 的 概念 而 已 .。 不 过 ,这 两 
种 记 法 很 不 相同 ,进行 重复 的 叙述 ， 不 但 不 会 令 人 厌倦 ， 反 倒 
可 能 发 人 深思 . 

我 们 注意 到 ， 要 是 存在 一 个 整数 满足 az 圭 5(mod m), 就 
必 存 在 无 限 多 个 这 样 的 整数 . 这 是 因为 , 如 大 ar=b(mod m), 
则 对 任意 整数 有 al7 十 Km) 三 @7?7 硅 0(m0dm), 因 而 7 十 m， 
r-+2m, e Tm, 7 — 2m, dk 这 些 整 数 都 满足 上 述 同 余 式 . 
Æ rtbmik- +1, +2, …) 这些 整数 中 ， 恰 有 一 个 (比方 
说 8) 满 足 0<s<<m, 这 是 因为 , 每 个 整数 都 介 于 m 的 相继 两 个 
EAZA. Ar WYRA kE kmar k+im, WMA O< 
r—km<m, 我 们 就 可 令 s=? 一 50， 我 们 将 这 样 一 个 数 挑 出 ， 
并 称 它 为 ar 竺 6(mod m) 的 一 个 解 。 故 解说 是 这 样 一 个 数 7， 
它 满足 er 三 6(mod mi, ， 且 为 一 个 最 小 剩余 (mod7z) ， 例如 ， 
X= 二 2, 9, 16, =., —5, —12. — 19, - 5% E E&E R 2= 


4(mod 7), 它们 都 包含 在 命题 + 三 2(mod7) 中 , 也 都 包含 在 命 
题 x 三 9(mod7) 中 ， 但 我 们 约定 ， 只 把 2 称 为 解 ， 因 为 它 是 对 
模 7 的 最 小 剩余 . 

与 我 们 熟悉 的 线性 方程 a=b 不 同 , 线性 同 余 式 

~ ax=b(modm) 
可 以 无 解 . 只 有 一 解 或 有 许多 解 。 例 如 ,z=2 满足 
2x 汪 1 (mod än, 
HER REDER Mmd) ARE e 的 值 能 满足 此 式 , 因而 此 云 
只 有 一 解 , 即 为 2， 同 余 式 2z 二 1(mod 4) 无 解 , 因为 对 任何 
都 不 可 能 有 4| (2z 一 4).。(2z 一 1 是 奇数 ， 它 不 是 4 的 倍数 .) 
FHRA 2z 二 4(mod 6) 就 有 两 解 : 2 和 5. 

【练习 1】 对 模 12 构造 几 个 同 余 式 , 使 之 分 别 为 无 解 、 
有 一 解 和 有 多 个 解 . 

【练习 2】 下 列 同 余 式 中 , 哪些 无 解 ? 

(a) 3z=1(mod 10); (b) 4z:=1 (mod 10) 

(c) 5s=1(mod 10); (d) 62:=1 (mod 10), 

(e) Tz=1(mod 10). 

【练习 3]( 选 做 ) 做 了 练习 2 后 , 你 是 否 能 猜 出 一 条 规 
W, 以 判别 何 时 同 余 式 无 解 ? 

我 们 现在 就 来 洛 手 证 明 一 个 定理 ， 它 使 我 们 在 考察 一 个 
线性 同 余 式 时 能 够 看 出 它 有 多 少 个 解 . 

引 理 1 Zo m)105, 则 az 三 6(mod om) 

证 明 ”我 们 将 证 明 在 逻辑 上 与 此 和 海 同 的 一 件 事 :和 寿 
ar=b(mod m) A, N (a, m) 102， 假定 7 是 一 解 ， 则 ar= 
bmod mi 由 同 余 式 定义 ，m| (ar 一 0), 或 由 “整除 EX, 
NK — k 6 ar—b=km, W (a, aile (a, m) | Em, SS 
(a, m) ib., 
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例如 ，6z 寺 7 (mod 85) WRA. . 
引 理 % E (a, m)=1, 则 cz 三 bmd ph. 
A la, m)=1, 我 们 知 , 存在 整数 > 和 使 


ar +ms=1, 


alrb)+m(sb) =b, 
由 此 可 得 wzrp 一 0 是 Nw 的 一 个 倍数 ,或 
a(rb) =b (mod m), 
ro 对 模 m 的 最 小 剩余 即 为 其 线性 同 余 式 之 一 解 ， 
余下 要 证 明 的 是 此 同 余 式 不 能 多 于 一 解 ， 假定 ?和 均 
为 解 , 换言之 ， 


RE ORE 


ar=b(mod m), as=b(mod m), 
MA ar=as(modm), HF (a, m)=1, 我 们 可 用 上 节 定 理 4 
消去 公 因子 , f r=s(modm), 88 m|(r—s). rA sE 
为 最 小 剩余 (mod m), 故 | 
(eremm, 0<s<m, 

因此 ， 一 wr 一 二 m， 连同 mi (rw 一 8), 就 可 得 "一 8 一 0, 或 
r=s, 即 解 是 唯一 的 上述 论据 具有 相当 大 的 普遍 性 , 常用 得 
到 ; 车 两 个 对 模 % 的 最 小 剩余 对 模 w 同 余 , 那么 它们 必 相 等 . 

观察 法 是 求解 模 较 小 的 同 余 式 的 一 种 方法 ， 另 一 种 方法 
是 代入 变量 的 所 有 可 能 值 . 但 最 好 的 方法 是 变换 其 系数 , 使 
之 有 可 能 进行 消去 的 步 又 例如， 解 4z= 1 (mod 15), 我 们 将 


它 写 为 
dvr=1==16 (mod 15), 


消去 4 得 “三 4(mod 165). 再 举 一 例 , 让 我 们 求解 
14x 三 27(mod 31). 
由 Linz 2 =58(mod 31), 
我 们 得 ?Vw 三 29 (mod 31). 继续 逐次 加 上 81, 使 之 能 够 消去 7 


— 40 — 


(z=29=60=91 (mod 31), 
故我 们 得 x 三 13(mod 31), 13 即 为 其 解 . 
在 解 线 性 不 定 方 程 时 ， 这 也 是 可 使 用 的 最 好 方法 .方程 
az 十 by 一 c 就 是 两 个 同 余 式 
ax=e(mod b), by=6(mod oi. 
我 们 可 选 其 中 任 一 个 并 解 出 其 变量 ， 然 后 将 结果 代入 原 方程 
而 求 得 其 全 部 解 ， 例 如 , 我 们 来 解 9 十 16y =35， 由 此 得 
16y=835(mod9), 
改变 系数 , 得 
Ty=35(mod 9), 
由 此 可 得 y=5(mod 9), 也 即 对 某 一 整数 二 有 % 一 5 十 95 将 此 
代入 原 方 程 , 得 
9z+16(5+9t) =35, 
或 92 二 144 一 一 45， 即 2 二 16t= Bb 因而 我 们 求 得 了 所 有 
解 : 
z= —5—16:, y=5+9t, 


RS 
【练习 和 解 下 列 同 余 式 和 不 定 方程 . 
(a) 8z=1 (mod 15); (b) 9z 十 10y = LI. 


我 们 现在 考 不 4 和 mn 不 一 定 互 素 的 情况 . 
”下 理 3 Ea, m)jb, Mj as=b(mod m) AA (a, mit 
解 
证 明 我 们 将 作出 同 余 式 的 (a, m) 个 解 ， 然后 证 天 没有 
HER 令 d= (a, m), Fik 

a=da', D OD, m=dm". 
由 8$4 定 理 5, 我 们 有 
(1) wrw=0'(modm'), H (ei m)=1, 
后 式 由 $1 定理 1 得 出 ， 将 引 理 2 用 于 (]) 中 同 余 式 , 得 知 它 


洽 有 一 解 , 称 为 解 "+， 我 们 断言 ,下列 4 个 数 
(2) r, TEM, T 2m, =, rk d Dal 
IH oss D mod sun 首先 ， T ELT 
RA, HX k=1, 2, =, 4 一 1, 我 们 有 
alr km) da'r + da'km' 一 CC + a'k (rwd). 
由 于 ales hi (mdm), md=m, WA 
a rd+a'k (md) =b'dra'km=b'd=b (mod m). 
Rp alr +km)=b(mod m), 
其 次 , (2) FERAE DRR Code), HAZ k=0, 1, 
d—-1, 有 
Osxrtim srt (dlm cm + (dim 
=dm =m, 
第 三 ，(2) 中 任意 两 数 互 不 同 余 (mod m)， 因 为 它们 是 不 同 的 
最 小 剩余 (mod m) 这 祥 ， 我 们 就 证 明了 anch mad m) 有 
(a, m) AiR. 
和 镜 下 来 要 证 明 它 没有 其 它 的 解 ， 设 7 是 (2) 中 的 解 ,而 
为 az 二 0(mod m) RHE— iF, REE s 是 (2) 中 的 一 个 数 . 
我 们 有 
ar=as=b (mod m), 
由 $4 定理 5 可 得 7=s(modmm'), 即 8 一 7 =frm', 或 对 某 有 
s=f Lal, 
但 s 是 一 个 最 小 剩余 (mod m), 而 形 为 "上 Zoo 的 所 有 最 小 剩 
余 (modm) 都 出 现在 (2) 中 ,因此 s 是 (2) 中 的 一 个 数 ， 因 为 s 
是 任 一 解 , 故 知 (2) 中 的 解 就 是 所 有 人 解 , 引 理 得 证 . 
让 我 们 来 看 一 个 例子 . 考虑 6z=15(mod 83); 引 理 3 说 
H, 该 同 余 式 恰 有 三 个 解 . 消去 一 个 3, 我 们 得 22 二 5(mod 11)， 
用 通常 的 方法 求解 ， 
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Dw 三 5=16{mod11), z=8 (mod 11), 
D 6z 圭 15(mod 83) 可 为 任何 x 二 8(mod 11) 所 满足 ,而 后 式 包 
括 的 最 小 独 余 (mod 33) 有 8, 19, 30, 它们 就 是 原 同 余 式 的 三 


T-S 
(Sahl 确定 下 列 各 同 余 式 的 解 的 个 数 : 
3r=6(mod 15), 4z=8 (mod 15), 
5z=10 (mod 15), 6z=11(mod 19), 


Te=14(mod 15). 

【练习 6】 求 出 5r=10(mod 15) 的 所 有 解 ， 

我 们 可 将 引 理 1 到 引 理 3 的 几 个 结果 总 结 于 下 列 定 理 
中 

定理 1 # (a, myb, W az 二 blmod m) iR: Æ (a, m) |b, 
MERA mife. 

【练习 7】 解 出 练习 5 中 其 它 各 个 同 余 式 . 

这 就 完成 了 对 单个 线性 同 余 式 的 分 析 ， 在 本 节 以 下 部 分 
中 , 我们 要 考 虚 一 种 特殊 的 线性 同 余 式 组 , 并 要 证 明理 论 上 非 
” 常 重要 的 “中 国 剩余 定理 ”这 个 定理 的 取 名 是 由 于 某 些 二 代 
中 国 的 文稿 载 有 类 似 于 如 下 的 一 些 问题 时 “ 求 一 个 数 , 它 用 
3 除 余 2, 用 5 除 余 4, 用 7 除 余 6.” 用 我 们 的 记号 , 这 个 问题 
就 是 求 z, 满足 

z=2(m0d 3), c=4(mod 5), $=6(mod 7), 

【练习 8】 验证 ，104 满足 上 面 三 个 同 余 式 . 

【练习 9]( 选 做 ) 求 出 无 限 多 个 其 它 的 数 , 它们 满足 这 
ZAARA. 

定理 Zb REJE, (o, mail, WR 
1 在 (孙子 算 经 ?中 , 不 但 提出 了 这 种 问题， 而且 还 给 出 了 解答 .一 评 


” RA 
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(3) X=m(mod ns), i=1, 2, =, F, 
对 模 Mma my 有 唯一 解 . 

在 证 明 此 定理 以 前 , 我 们 先 考 虑 一 个 例子 , 它 包含 了 证 明 
的 思想 ,并 能 说 明 如 何 实际 求 出 这 个 唯一 的 解 . 让 我 们 寻找 
v, 它 满足 

v=1(mod 3),z=2(mod 5), gs=3(mod T). 
第 一 个 同 余 式 得 出 , 对 某 k A e= l-3k, MERABI 
同 余 式 , 则 入 必须 满足 
1 +3k1=2(modd), 
因此 所 二 2(mod 56). 也 即 对 某 ko, 有 一 2 十 582, 因而 
ENEE ECKE ETGEN AE 
它 满 足 前 面 两 个 同 余 式 ， 若 xz 还 满足 第 三 个 同 余 式 , 我 们 必 
有 
1T+15ka=3(mod 7), 
2 KSE k=3(modT). Di: 
= 15(3 +T1k3) 一 52 十 105863， 

对 于 任何 ba, 上 式 都 满足 所 有 三 个 辐 余 式 ， 换 一 种 方法 来 说 ， 
所 有 % 夺 52(mod 105) 都 满足 这 三 个 同 余 式 .事实 上 , 52 即 为 
对 模 105 的 那个 唯一 解 ` 

定理 2 的 证 明 我 们 首先 用 归纳 法 证 明 , (3) 有 一 解 。， 当 
b=] 时 ,这 个 结果 是 明显 的 . 让 我 们 考虑 =2 的 情况 ， 若 
v=q (mod mı), WAIE ki, A =at kim. ERA 

=a (MOd Mə), 

则 dı + kimı =d (Mod Mə), 
或 fum =d — Oe (mod mə), 
HT (Mm, m) =1, 我 们 知 , 这 个 同 余 式 对 于 未 知 数 k 有 对 模 
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ms 的 唯一 解 , 把 它 称 为 1 MIAE ko, A ka= ttkema, H 
ET E G + kama) mi 三 &1 + im (mod mma) 
满足 这 两 个 同 余 式 . 
假设 当天 一 7 一 1 时, 同 余 式 组 (3) 有 一 解 (mod mma mmh 
HREH 
r=q; (mod m;), t=1, 2, =, r~i, 
有 一 解 8s， 而 同 余 式 组 / g 
z=sş(mod MaMo AN. TEQ (mod oi, ) 
也 应 有 一 和 解 (mod 关 tr aM), 这 和 =2 时 的 情况 正好 
E, RA (Maime A, My = 1 CX Er Dr 以 正确 是 因 
为 整除 任 一 mi(%==1，2; =, 7 一 1) 的 素数 都 不 能 整除 m). 
我 们 还 易 见 其 解 是 唯一 的 ， 符 和 和 s ERARAH NAN 
解 , 则 
r=s=a; (mod m;), i=], 2, =, k, 
W mi| (7 一 8)， ck 2 E E, TS RUE Mi Me, *', 
m: 的 一 个 公 倍 数 . 由 于 这 些 模 两 两 互 来， RMA Mme 
m| (r—s). EAr 和 s 是 对 模 ama My 的 最 小 剩余 ， 
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Dim. r—s=0, 
>] Si 
工 .求解 直列 同 余 式 : 
(a) 2x=1(mod 17); (b) 3x 三 1 (mod 17); 
(c) 3x=6(mod 18); (d) 4r=6(mod 18); 


(e) 40r=19] (mod 6191), 
2. WEL 20 作 线 竹 间 余 式 ， 从 其 无 解 、 有 唯一 解 或 有 多 个 解 你 能 作出 
有 20 个 解 的 同 余 式 吗 ? 
3. 一 个 线性 辣 余 式 (nod 30) 的 解数 有 哪 几 种 可 能 情况 ? 
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LL, 


12. 


Lä, 


IER 


, 或 解 下 询 和 同 余 式 组 : 


(a) z=1(mod2) ,X=1(mod3): 

(b) z=l1Qnod2\, X=1‘n:0d3), x=6(mod7); 

(c) r=3(mod5), c=5(mod D, T=7 nod11): 
(d) 2r=] Qno} 5), 2r=2(mod 7), 4æ=1 (mod 11); 
(ei z=31 (mod 41), z=59(mod 26} 


, RR 9r=4(mod 2401). 
， 数 学 系 某 次 游行 中 ,参加 者 4 人 一 排 , 余下 1 人 ; 5 人 一 排 ,余下 2 


人 ;7 人 一 排 , 余 下 3 A. RRAZ DANA TIET? 


, 求 最 小 的 奇数 ,n>3, 使 31n, 5] (n+2), 7| +4), 
， 求 一 非 零 的 最 小 整数 , 使 其 一 半 是 一 个 平方 数 ， 其 1/3 是 一 个 立方 


数 , 其 1 /5 是 一 个 五 次 方 数 ， 


. RT 的 一 个 倍数 , 使 其 分 别 被 “<，3, 4, 5, 6 相 除 时 ,余数 都 是 1. 
- 48, 49, 50 这 三 个 相继 整数 中 ,每 个 数 都 有 一 个 平方 因子 ， 


(a) En lan £] (十 1)，5?| (2 十 2)， 
O) 你 能 否 找到 一 个 n, ën, 3] mI, Liat)? 
E r=r (modnm, H rzssimodamtin. 证 明 : 

t=7r(m+1) —sm(mod m(m+1)), 
(a) ++2Yy=3(mod7), 3z +y=2(mod7); 
(b) z +2y=3(mod6), 3r +y=2(mod6), 
哪 三 个 正 获 数 与 3，5,? 分 别 相 冬 所 得 之 积 再 被 20 相 除 所 得 之 余 
数 是 公差 为 1 的 算术 级 数 且 相应 的 商 分 别 依次 等 于 这 些 余 数 ? 
考虑 同 余 式 组 : 

r=aąa; (mod m;), t=1, 2，，… k, 
其 中 各 模 两 两 互 素 . 设 

M,= Mee My Mi Gel, 2, tty A 
用 ;表示 Mae=lmodm HR, ;一 二 2, k WR: 

S =A D Mit E EE + t SM 


满足 同 余 式 组 中 各 式 , HEHHEE tO el EH 


15, 


16. 


求 最 小 整数 n,n>>2， äis, 30+, 4 0+2), 5|0+3), 
6|(42 十 4 . 
假定 同 余 式 组 

r=a (mod m), “t=1, 23 ee, k 


HARRERAK, 求 该 闻 余 式 组 有 解 时 a: 必须 满足 的 条 件 . 


.在 数列 a, 24，34,…, ba 中 ,有 多 少 个 数 是 5 的 倍数 ? 
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Se 费 马 定理 和 威尔逊 定理 


本 节 中 ,我 们 将 证 明 
定理 长 费 马 定理 ) 知 2 为 素数 , (4, 2D) = 一 | m 
oi "el mod p), 

X EMH (Fermat) Æ 1640 4m, ERMER, 
它 对 数论 的 发 展 极为 重要 我 们 将 看 到 ,， 它 是 研究 二 次 同 余 
式 的 关键 ， 并 且 还 有 许多 其 它 的 应 用 . 它 的 氢 述 和 证 明 很 简 
单 , 作用 却 很 大 .我 们 还 要 证 明 

定理 对 威尔逊 定理 ) 2 为 素数 的 充 要 条 件 为 

(p—1)!=—1(modp). 

(关于 阶乘 记号 “1 ,可 参见 附录 二 , ) 

证 明 这 一 定理 所 用 的 方法 与 费 马 定理 的 证 明 方 法 祖 近 ，, 
它 对 二 次 同 余 式 的 研究 也 有 帮助 . 《威尔逊 定理 实际 上 不 属 
于 威尔逊 (Wilson)， 他 曾 猜想 这 个 定理 是 正确 的 ， 并 就 此 事 
写 信 给 华 林 (Waring)， 后 者 在 1770 年 未 加 证 明 就 将 它 发 表 . 
左 泵 偿 并 不 是 第 一 个 作出 这 一 猜想 的 人 ， 莱 布 尼 获 (Leibniz) 
在 1682 年 就 已 发 现 了 它 ， 但 第 一 个 证 明 却 是 由 拉 格 朗 日 
(Lagrange) 在 华 林 宣布 这 一 定理 后 不 久 给 出 的 . ) 威 尔 逊 定理 
之 所 以 重要 ,原因 在 于 , 它 给 出 了 一 个 数 是 素数 的 一 个 充 要 条 
H Du 就 理论 上 说 来 ,决定 一 给 定数 是 否 为 素数 的 问题 已 
经 完全 解决 ， 但 对 于 大 整数 , 计算 起 来 困难 很 大 、 对 于 一 个 


不 太 大 的 素数 
p= 162, 259, 276, 829, 213, 363, 391, 578, 010, 288, 127, 
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计算 (p 一 1)! 的 最 小 剩余 (mod p) 大 约 需 要 做 10” 次 两 个 38 
位 数 的 乘法 , 接着 还 要 用 2 相 除 ; 即便 使 用 我 们 最 快 的 计算 机 
也 嫌 太 慢 了 ， 举 例 来 说 , 人 们 可 把 两 件 事 作 一 比较 , 一 件 是 计 
算 121 (mod 13), 另 一 件 是 验证 13 不 能 被 2 和 3 整除 , 看 一 看 
所 费 的 功夫 各 是 多 少 . 

证 明 费 马 定 理 , 我 们 从 下 列 引 理 开始 ， 

引 理 1 Ste, m)=1, J 


(D) a, 2a, Bo, (m—1)a 
的 最 小 剩余 (mod "TTC 
(2) 1, 2, 3, =, m—1, 


换 一 种 不 同 的 说 法 , 就 是 : is m)=1, 则 每 一 整数 恰当 


0, a, 24,…,，(m 一 1)g 中 之 一 同 作 (mod m). A, A m= 8, 
a=3, WOH 中 的 数 为 
3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 
而 它们 的 最 小 剩余 (m0d 38) 为 
/ 3, 6, 1, 4, 7, 2, 5, 

引 理 工 的 证 明 (41) 中 有 m-i 个 数 ， 与 0 都 不 同 余 
《mod m)， 因 而 它们 中 每 一 个 应 与 (2) 中 一 数 同 余 (modo) 
如 果 我 们 能 够 证 明 (1) 中 任意 两 数 互 不 同 余 , 那 就 可 推 知 它们 

的 最 小 剩余 (mod m) 全 不 相同 , 因而 就 是 L, 2,，…， (一 1) 的 
一 个 重新 排列 ， 假 定 (1) 中 有 两 数 同 余 (.mod m), B 
ra=sa (mod m); 
HFa, m) 一 二 我 们 可 以 消去 c(8 4 定理 4), 而 得 
| r=s(mod m). 
但 2 和 3 是 对 机 m 的 最 小 剩余 ， 根 据 我 们 以 前 数 次 用 过 的 结 
$, 可 知 7=s, 引 理 得 证 
费 马 定理 的 证 明 Ek "EE 引 理 工 表明， ZS 


(a, p)=1, 则 E 
: a, 2a. =, (p—ija ` 
EDRR mod wp) 是 i 
1, 2, =, p—i 
的 一 个 排列 ， 因 此 , 这 两 组 数 的 乘积 同 余 (mod2)， 
MELLEN EREM 
也 妈 gp D1 Cp-1) 1mod p) : 
由 于 2 和 (wp 一 1)! 互 素 , 由 上 一 同 余 式 可 得 
gëlteg p) 
XE A H E M, 
【练习 1] 当 &4=2, 0=5 时 ， 验证 定理 的 正确 性 
有 时 , 可 用 和 录 为 不 同 的 一 种 方式 叙述 费 马 定理 . 
推论 ”大 wp 为 素数 , 则 对 一 切 gc 有 
a'=a(mod p). 
证 明 者 4c, p)=1, 由 费 马 定理 即 可 推出 上 式 ; 若 
Lo, p 二 pp， 则 上 述 推 论 便 是 0 三 0 (mod H: 它 显 然 是 正确 的 . 
其它 情况 是 不 存在 的 . e 
.作为 一 例 ， 我 们 来 验证 3* 二 1(mod 17)， 没有 必要 去 计 
算 3 ”这 一 很 大 的 整数 并 用 17 相 除 ; 我 们 本 分 阶段 进行 , 并 同 
时 按 模 17 进行 化 约 ， 我 们 有 / 
2=27=:10 (mod 17). 
两 边 平方 , 我 们 得 
: $=100 二 一 2(mod 17); 
再 次 平方 得 3“ 三 4(mod 17)， 于 是 ， 
3%=3812.33.3=4.10.3=120=1(mod 17). 
【练习 2】 计算 2 和 210(0mod 11), 
为 了 证 明 威 尔 逊 定理 , 我 们 需要 两 个 引 理 . 
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DIS? v=imdp) AANA: In". 
证 明 Gr d-l(modnipmtt- SR SS, EWR 
们 对 线性 同 余 式 所 说 的 一 样 ， 我 们 是 指 满足 同 余 到 的 最 小 
余 ， 那 么 7” 一 1 三 0(mod p), 故 
pI rt1) r-i), 
因此 , pi CY 十 了 或 p1 (7 一 1); 换 种 方式 表示 就 是 ， 
r+i=0 或 r—i=0(modp), 
故 7+ 三 p 一 1 或 1(modp)， 由 于 7 是 最 小 剩余 (modp)， 可 得 
r=p-1 或 1， 容 易 验证 , 这 两 个 数 的 确 满足 z=1(mod p)， 
引 理 8 假设 p 是 一 个 奇 素数 ,a' 表示 aw 寺 1(medp) 的 
#,a=i1, 2,…, p—1, 即 aw' 圭 1(m0dp), 且 0 和 wx <p. WA, 
成 立 以 下 两 个 结论 . 
当 osbtmod opd, 4' 才 0 (mod p); 
仪 当 @=1 或 a= 一 0 一 1 时 ,4' =a(mod p). ` 
证 明 ”首先 , 我 们 注意 到 , h Fla, p)=1, az 圭 1(modp) 
恰 有 一 解 , 故 存在 且 是 唯一 的 ， 假定 & 三 0'(modp), 则 
/ / 1=aa' =4b' (mod p), 


即 有 b=a0'0=a (mod p), 

这 就 证 明了 5 引 理 1 的 第 一 个 结论 . 为 证 第 一 个 结论 ， Ges 
a=a' (mod p), 

HZA, 三 00 ss (mod p), 


而 由 引 理 2 我 们 知 , 仅 当 a=1Ra=p—1 f, 这 才 有 可 能 . 
”为 了 说 明 这 一 结果 , 让 我 们 取 2=13, WA 
a 1 2 3456 7 8 91011 13 
a 1 7 910 81i 2 5 3 4 6 12 
aa! 1 14 27 40 40 66 14 40 27 40 68 144] 
第 二 行 中 各 数 是 第 一 行 中 各 数 的 一 个 排列 ， 每 种 情况 下 都 有 
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aa'=1 (mod 138), 而 仅 当 4 一 1 或 12 时 ,有 a 三 a'(mod18)， 
威尔逊 定理 的 证 明 注意 , (2 一 1)! 三 一 1(mod 2), 因此 ， 
当 p=2 时 , 定理 成 立 ， 以 下 证 明 过 程 中 , 我 们 可 假定 2 为 奇 
素数 ， 由 引 理 3 知 , 我 们 可 将 / 
2, ene p—2 
分 成 (2 一 3)/2 对 ， 并 使 每 对 由 一 SC a 和 它 相 应 的 @ 组 成 ， 
Ha zo 例如 ,对 于 0 一 也 这 些 数 对 证 
(2, T), (3, 9), (4, 10), (5, 8), (6, 11). 
【练习 3】 当 p=11 时 ,这 种 数 对 是 哪些 ? 
”每 对 中 的 两 个 整数 的 乘积 与 1 同 余 (mod ni, 故 得 


2.3,……， (p—2)=1(mod p). 
因此 ， 
(P—1)!=1.2.8.…(p—2)(p—1)=1:1.(p—1) 
=—1(mod p), 
我 们 就 证 明了 定理 的 一 半 . 接 下 来 要 证 另 一 半 , 即 要 说 明 , Z 
ER (n--1)!=—1(modn), 


则 ”就 是 素数 .假定 对 某 两 整数 5 Fib, n=ab, Harn, H 
(3), 我们 有 


n|((n—1)!+1). 
又 因 ajn 我 们 有 
(4) ol ((n—1)!+1)., 
但 由 于 4 二 n 一 41, 可知 (nn 一 4)! 有 一 个 因子 就 是 a 自身 ， e, 
(5) a| (n—1)!. 


但 (4) 和 (56) 说 明 ,&11, 因而 % 可 能 有 的 因子 只 有 I 和 nn, Ba 
是 素数 . 
【练习 4】 对 于 p=3, 5, 7, 验证 
(p—1)!=—1(mod p). 
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1. 31E” 用 7 相 除 时 ,余数 是 什么 ? 
2. 3148? 用 163 相 除 时 ,余数 是 什么 ? 
3. 7 的 末 位 数 是 什么 ? 

4, F 的 末 两 位 数 是 什么 ? 

YX 对 于 r=1, 2, =, p—1, 证 明 


i (p—1)(p—2)- (p—r)=(— D'r! (mod?p), 
6. 注意 . 6!=—1](mod7); 5!li=l1(mod7); 4!2!= —1 (mod 7); 
313! =1(mod7), 
对 模 LL, RERET A. 


7. 根据 习题 6 的 数据 , 猜想 一 个 定理 ,并 证 明之 . 
S. (a) 对 %=4 6, 8, 9, 10, 4# (n—1)!(modn): 
(b) 猜想 并 证 明 一 个 定理 . 
di" 若 六 为 大 于 5 的 奇 素数 , 则 2-3)! +1=0(modp), 
(ai 证 明 : 车 7!=(~1)"(modp), 则 Cp 一 ?7 一)! 二 一 1(modp); 
O) 举 一 个 例子 , 找 出 这 样 的 p 和 7 
11i. 6a) Xf k=0, 1, -, WBR +I kr =l mod p); 
(b) 由 此 推出 费 马 定理 . 
12. 1732 Æ, Kiz Eue HE: “我 从 一 个 优美 的 定理 推出 了 某 一 结 
果 , 我 虽 不 会 证 明 它 , 但 我 肯定 它 是 正确 的 ， 若 a 和 5 均 不 能 被 素 
数 n 十 1 整除 ， 则 an 一 如 可 被 4 十 1 整除 . ”用 费 马 定理 证 明 这 一 定 
f FE, 
13. BE p 是 一 个 奇 素数 ， 
(a) 证 明 . 1 十 28 二 十 (为 一 了 一 二 一 mnod p); 
(b) 证 明 : 1? 十 2? 填 … 十 (p 一 1)? 二 0 《mod p); 
Gei 证 明 ， 若 2" 圭 1(modp), 则 
Lt 2m tt (p~D"”=0(mod p), 
14. 有 人 证 得 下 列 定理 : 车 p 为 素数 , 则 对 一 切 6, 有 
a” (p—1)!=a(p—1) mod p). 
证 明 由 此 定理 可 推 得 费 马 定理 和 威尔逊 定理 的 一 部 分 . 


LA 
+ 


ae) e- 


(p—1)!=—1(modp). 

15. 计算 28t0(mod 341), X4 3H1=11-31, AERD EE 

16. 满足 21(2" 一 分 的 合 数 却 称 为 伪 素 数 ， 存 在 着 无 限 多 个 念 素数 ,二 
小 的 两 个 为 341 和 561， 验 证 561 是 一 个 伪 素 数 . 

17. 对 一 切 4 满足 ?| (om 一切 的 合 数 ? 称 为 绝对 伪 素 数 ， 最 小 的 绝 难 
RERO 561， 验证 3417C13 一 1)， 并 借 此 说 明 341 不 是 一 个 
绝对 伪 率 数 . : 

18. 设 2 和 94 为 任意 两 个 不 同 的 素数 , ERT, 

(a) 对 一切 G, 有 有 pq | (a?*1 — adPti— OT A OC: 
Cb) 对 一 切 4, 有 pa| tat arata), 

19y 证 明 ， 若 p 是 一 个 奋 豪 数 , 则 2p| (2 一 2). 

X 若 2 是 一 个 奇 素数 , (4, p) 一 1, 则 对 模 p, aT 可 取 哪 些 值 ? 

A 是 证 人 么 数 时 ,有 pi (十 和 十 这 十 二 25) 

22. 证 明 :， 除 5 以 外 的 所 有 奇 素数 均 能 乏 涂 形 为 111.…1li(% 位 数 ， 各 
位 全 为 1) 的 菜 一 数 . 

Zä. nët SC Er, (o, p)=1, " Cp—1), "min 证 明 
di Ca DaI), 


IN 
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$7 整数 的 因子 


这 里 , 也 许 很 自然 地 应 讲 讲 二 次 同 余 趟 , 以 继续 对 同 余 式 
进行 研究 ， 但 是 , 部 分 地 出 于 使 内 容 多 样 化 的 考虑 , 我 们 将 先 
讨论 一 个 不 同 的 课题 , 以 后 再 回 过 来 研究 同 余 式 . 

设 交 是 一 个 正 整 数 ，q(2) 表 示 史 的 正 因 子 数 (包括 工 和 
n), 0o(n) 表 示 它 们 的 和 , Ep 

d(n) = 1, o(n)=¥d. 
〈 你 可 能 不 熟悉 这 一 求 和 记号 ， 要 是 那样 的 话 ， 可 参阅 附录 
二 . ) 这 些 函 数 经 常 出 现 , 本 节 中 我 们 将 推出 它们 的 儿 个 性 质 . 
在 下 节 我 们 将 用 它们 来 研究 完全 数 这 一 课题 ， 它 曾 为 吉 希 腊 
数学 家 们 所 重视 , 以 后 也 一 直 受 到 人 们 的 注意 . 

【练习 1] 就 下 去 已 经 列 出 的 部 分 验证 其 正确 性 并 将 
此 表 先 成 之 . 

n 1234567 8910 1112 13 14 15 16 

d(n) 12283824243 4 


车 Pp 是 一 个 素数 , 则 da(wp)==2, 因为 p 的 正 因 子 只 有 土 和 
p. BFP 具有 因子 十 2 和 入, 故 以 022) 一 3. 

【练习 2】 danze IS dai, n=4, B, 

Zoo, Dao 就 有 因子 1, p, 9 Mpi, 故 Gd(C2c) =4. (本 
节 中 ， 和 其 它 地 方 一 样 , 2 和 9 将 代表 素数 . ) XL, pg 的 
ATA l, P, p, q, pi Ho Gd p) =. 

【练习 3】 aQ(p*9) 是 什么 ? 对 任意 正 整 数 %, d( yp"g) 是 什 


A? 

做 了 练习 2 和 练习 3, 你 可 能 已 猜 到 

定理 1 车 ppro pr 是 nr 的 素数 窜 分 解 式 ( 我 们 记得 ， 
GIS iA earl, 生 当 jj 时 ,天 9), 则 

qd(n)= (e+1)(estl1)(est1)..…(ert1), 

如 用 比较 简练 的 乘积 记号 写 出 ， 就 有 ， 若 n= 攻 p% M 
drai Die" 甚至 还 可 写成 : 若 n- Hen 

d(n) SU 

证 明 设 也 表示 下 列 各 数 的 集合 ， 

D prpg…p# (EP, 0<Sf<e). 

我 们 斯 言 , 妃 恰 是 ”的 各 个 因子 组 成 的 集合 ， 首先, 我 们 
注意 到 , 该 集中 任 一 数 都 是 % 的 一 个 因子 , 这 是 因为 ,对 于 (1 
中 每 个 数 , 都 能 找到 一 个 整数 ， 即 other, ur, 它 与 那个 
数 的 乘积 等 于 ?2， HK, BEd 是 ”的 一 个 因子 , 车 pld, w 
pin, 故 的 素数 署 分 解 式 中 每 一 素数 必 在 的 素数 短 分 解 式 
HEA, Kik, d=ptpr pt, 其 中 有 些 (或 全 部 ) 指 数 可 能 为 
ZS Ba 任 - 一 指数 fi 均 不 大 于 el 不然 的 话 ， 就 会 产生 这 样 
的 情况 , old din, 因而 有 piin, 但 因 户 >eo 这 是 不 可 能 的 ). 
TE, n 的 每 个 因子 都 是 集合 DD 的 一 个 元 素 。 因此 , D 等 同 
Fa HATERS. 

(也 中 每 个 户 可 取 eati 个 值 , 故 在 也 中 有 

《el 十 工 ) (es 十 1) (e3 +1). (ex 十 工 ) 
个 数 , 上 且 由 因子 分 解 唯一 性 定理 , 它们 全 不 相同 , 定理 也 就 得 
iE. o E 
【练习 4] 计算 4(240). 


现在 我 们 来 为 o(%) 找 一 个 公式 

【练习 5] 流下 直列 出 的 部 分 验证 此 万 的 正确 性 并 完 
REK: 

n 128345 67 89 10 11 12 13 i4 
oln) 1347612815 

和 Co 一样， 某 些 特殊 的 情况 比较 容易 . 例如 , 对 一 切 

素数 .有 op) =p 十 1， 此 外 , P 的 因子 为 了 DEE 故 
o(p) =1+p+p=(p—1)/(p—1). 

【练习 6] ca(28) 是 什么 ? 当 和 9 为 下 网 的 崇 数 时 , epg) 
是 什么 ? 

【练习 7】 证 明 ，c(2") =2"+1 一 1. 

【练习 8】 olp") 是 什么 ? n=1, 2, | 

当 p, g 为 不 同 素数 时 , 我 们 来 计算 rp Ae 并 看 一 看 能 
任 推 起 出 一 个 一 般 性 结果 .prg' 的 各 个 因子 为 


1, P, P, sety p, 


q’, pa’ , pq, e., pg. 
如 将 它们 逐 行 相 加 , F 可 得 
o(pg)=(1+p+ = +p) 十 9(CL 十 2 十 Am 
HU +tHpt etp) +gqg/(1+pt+ "ra 
二 (1 十 g 十 … 十 gq 人 站 (十 Dp 十 … "El 
三 将 几何 级 数 相 加 , 就 有 NN 
VAN gf 一 1 


nn. H 
Cd ZC, SE 
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aN e+ 一 于 
ei o( np’)= np—1 e 
从 以 上 两 式 可 以 推 知 下 列 和 定理 
GE RETTGEN 
SA! ptt— 1 


_ pi —1 p 
(2) i nI Ee 


证 明 ”我 们 只 需 证 明 ; % 的 各 因子 之 和 为 
(3) (1+pt +p) (I 十 ps 十 … 十 P99)… (Gtt toe). 
这 是 因为 , (3) 与 (2) 的 右 端 相等 .将 (3) 中 各 括号 展开 相 乘 得 
出 的 各 项 均 为 上 个 因子 的 乘积 ; 一 个 因子 来 自 第 一 个 括号 , 一 
个 因子 来 自 第 二 个 括号 , 如 此 等 等 , 每 一 项 的 形式 均 为 

prp? pë, 
其 中 ，0< fe, i=1, 2, …, 81。 但 这 些 数 正好 就 是 ”的 全 
部 因子 . 

【练习 9】 计算 c(240)， 

d 和 o 这 两 个 函数 属于 一 类 很 重要 的 数论 函数 ， 积 性 A 
数 ， 现在 我 们 就 要 定义 这 一 术语 ， 并 验证 4 和 c 都 是 积 性 函 
数 ， 还 要 解释 为 什么 这 一 概念 非常 重要 ， 一 个 定义 在 正 整数 
集合 上 的 函数 , 当 且 仅 当 由 (m, n)=1 可 得 flmn)= fon in) 
时 ， 我 们 称 它 为 积 性 函数 . f(n) = 人 就 是 一 个 积 性 函数 的 简 
单 例子 ; fn) =r 也 是 一 个 积 性 函数 . 

定理 3 4 是 积 性 函数 . 

证 明 设 m 与 % 互 素 ,那么 , 整除 mw 的 素数 就 不 能 整除 
反之 亦 然 ， 因 此 ,车 

mn, n=grgegr / 
分 别 是 mw 和 % 的 素数 窒 分 解 式 , 则 任 一 9 都 不 是 某 个 p, 任 一 
p 也 都 不 是 某 个 % 由 此 可 得 mm 的 素数 寡 分 解 式 : 


1 


mm 一 ppp gs gr", 

应 用 定理 二 .我们 有 

d(mn) = ((e1+ 1) (et1)..(ert DD GHD 

frt1))=dm) dn). 

这 戚 证 明了 定理 . 

定理 4 oke 

证 明 其 思想 与 定理 3 的 证 明 完全 一 样 . 由 m 与 % 互 素 ， 
如 定理 3 那样 ,我 们 应 用 定理 4 可 得 


ek) er) kl Zi 
go (mn) i i /i 
p11 和 一 于 qi—l gr—l 
=—0(m)o(n), : 


积 性 函数 之 所 以 重要 , 原因 在 于 ; 如 果 我 们 知道 了 一 个 积 
性 函数 二 在 所 有 素数 寡 上 的 值 ， 那 么 我 们 就 能 求 出 了 在 所 有 
正 整数 上 的 值 ， 为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 注意 到 下 列 定理 ， 

定理 5 若 了 是 一 个 积 性 函数 ，2 的 素数 宕 分 解 式 为 
DEPE pe, M 

fn)=f mf o) fR). 

证 明 对 天 用 归纳 法 来 证 ， 当 天 = 工时 ， 不 用 说 ， 定 理 成 

.假定 定理 对 =?7 成 立 ， 由 于 

(pr pe Dr, pA) =i, 
根据 积 性 函数 的 定义 , 我 们 有 
Zapp, pe labon) =S map, rf ën), 
由 归纳 法 假设 ， 第 一 个 因 了 为 
Fror ep) = S) Spr), 

此 式 和 前 一 式 并 在 一 起 就 完成 了 归纳 法 证 明 . 

例如 ， 假 定 对 一 切 素 数 和 所 有 数 e, el, €f- 

2 则 了 开头 几 个 全 为 


一 S9 一 


n 234567 89 10 11 12, 
fn) 114111126 1 1 A 
F(3141) = f (82-349) = f (82) f (849) =6.1=6. 
类 似 地 我 们 可 对 任 一 ?算出 A 
【练习 10] 4 n=13, 14,…,24 时 , 计算 fin). 
在 $9 中, 我 们 将 用 定理 5 为” 个 重要 的 数论 函数 ( 即 区 
拉 函 数 $) 推 出 一 个 公式 . 
i J a 
,计算 (a) 4(42); (b) a(420); (e) a(4200). 
. 计算 (a) od: (b) o(420); (c) g(4200). 
. 利用 表 C 计算 : (a) a0, 001); (b) 4(10,008); (e) a(100, 001), 
. 利用 表 C 计算 : (a) aodo, 001); Œ) o(10,008); Ce) o(100, 001), 
. 1638 年 , 笛 卡 儿 (Descartes) 注意 到 , 对 于 2 = 二 2, …, 有 


p"—1 
o(p) -p= t 
p 


T å e kä MM H 


— LU " 
验证 这 是 正确 的 ， 

6. FATE (Cardano) ER oer, 1537 年 , 他 党 ， ¥ pu 
Po s Ps 是 不 同 的 素数 , 则 

dLpps:--Di-LsltätZkt- kän, 

验证 这 是 正确 的 . 

7. W: En E2 的 一 个 乘 壬 , 则 oC)) 是 奇数 . 

8，(a) 证 明 ， 尘 (2 是 积 性 函数 , 则 了 (9) /wm 也 是 积 性 函数 ; 
(hi 否定 下 列 命 题 ， 阁 了 (是 积 性 函数 ， 则 六 op) 一 n 也 是 积 性 桥 
数 . 

CEA S 的 最 小 整数 4 是 什么 ? [E dO) =10 的 最 小 整数 又 
是 什么 ? : 

10. 当 为 任 一 数 时 ,4(m) =k EBH n WAM? 

11. 1644 年 ， 莫 森 (Mersenne) 曾 征 求 一 个 具有 60 个 因子 的 数 . 试 在 
10, 000 以 内 求 出 这 样 一 个 数 . 


. 求 出 满足 4(m) = 60 的 无 限 多 个 
, 证明; 分 1/d=0 Cm/n. 

. 设 p 是 一 个 奇 素数 , 问 太 是 什么 数 时 , 1 十 p 十 … 十 Pp" 是 奇数 ? 
. 当 % 是 哪些 数 有 时 ,0o() 是 奇数 ? : 

:海光 是 一 个 平方 数 ,证 明 4(m) 是 奇数 . 

, 符 4 是 奇数 ,证 明 关 是 一 个 平方 数 . 

. R L/s+1/y=1/6 的 所 有 17 组 整数 解 ( 正 整 数 或 负 整 数 》. 
:对 一 给 定 的 正 整数 N, 1/r+1/y=1/N 有 多 少 组 解 ? : 


对 用 归纳 法 证 明定 理 4， 


. KERZ n {ë oln) solni). 

, EN 为 奇数 ,X? 一 六 = 和 N 有 多 少 组 解 ? 

-EN 为 奇数 ,证 明 xX? 一 y? 一 2 无 解 . 

. 记 '0202) 是 1 的 正 因子 的 平方 和 ,为 它 推出 一 个 公式 ， 

， 记 oa) =J d. H k KERK, 它 猜 想 TA Lt 


,证明 WERTEN mon, 


— 6i 一 


Së 完全 数 


当 且 仅 当 一 个 数 等 于 除 它 自身 以 外 的 各 个 正 因 子 之 和 
时 , 这 个 数 称 为 完全 数 , 例如 ,6 是 完全 数 , 因为 6=1+2+83; 
28 也 是 完全 数 ， 因 为 28=1 二 2 十 4 十 7 十 14， 但 18 不 是 完全 
数 , 因为 除了 它 自 身 以 外 的 各 个 正 因 子 之 和 是 

1 十 2 十 3 十 6 十 9 一 21. 
我 们 所 以 要 研究 完全 数 , 一 方面 是 因为 ， 在 过 去 ， 出 于 某 些 令 
人 费解 的 原因 ， 许 多 人 曾经 非常 注意 这 些 数 ; 另 一 方面 也 因 
为 , 这 些 数 为 o 函数 提供 了 练习 的 机 会 ; 然而 最 重要 的 还 是 因 
为 , 欧 拉 曾 证 得 了 一 个 令 人 满意 的 定理 , 它 使 我 们 能 够 求 出 所 
有 的 偶 完 全 数 . 在 欧 拉 以 前 很 久 , 欧 几 里 得 就 发 现 了 若干 完 全 
数 . 我 们 将 顺 着 他 的 路 子 走 下 去 . 

n 除了 它 自 身 外 的 所 有 正 因 子 之 和 ， 用 符号 表示 即 为 
0(n) 一 %, 因此 ,一 个 数 为 完全 数 的 充 要 条 件 是 ol(n) nt A 
了 求解 这 一 方程 ,我们 要 用 到 $7 中 证 明 的 一 个 结果 , 即 o 是 
一 个 积 性 函数 , 也 就 是 / 

(1) (m, n)=1 f, o(mn) =o(m)o(n). 

借助 于 这 一 结果 , 我 们 可 证 明 

定理 1( 欧 几 里 得 ) 车 2? 一 1 为 素数 ， 则 21(2? 一 41) 是 
完全 数 . 

证 明 设 %=2? (2? 一 1)， 由 于 2 一 1 是 素数 ,我 们 知 ， 
0(2? 一 1) 一 22， BRA, reali 和 2 一 1 是 互 素 的 并 利用 
(1), 我 们 有 


一 62 一 


2 il 


SEET EWERT 
一 (2 一 于) 2 = 27. 
Cu ERER. NEE 
如 果 你 做 过 8 2 的 题 13， 你 也 许 已 经 发 现 ， 当 ?%* 为 合 数 
时 , 2" 一 1 也 是 合 数 (因为 ,车 2 ez 则 
”2 一 1 Zs b] 一 (2—1) (21-2) 十 224-2) aee- 1) ` 
GO mn em, 2 一 1 才 有 可 能 是 素数 ， 因 此 , 为 了 寻找 
形 为 2 (2 一切 的 完全 数 , 我 们 只 需 考虑 ?为 素数 的 情况 即 
可 , 而 每 当 我 们 找到 一 个 素数 ,， 它 使 2 一 1 也 是 一 个 素数 ,我 
们 束 能 造 出 一 个 完全 数 ， 宪 -- 工 的 开头 几 个 数值 由 下 卖 给 出 ; 
8 p 28 5 7 11 13 
2—1 3 7 31 127 2047 8191. 
这 些 数 中 , 除 2047 = 23:89 外 , 均 为 素 殖 ， 因 而 我 们 找到 了 五 
个 完全 数 . 
2(27—1)=6, 
2? (2—1) = 28, 
24+ (2—1) =495, 
 28(2'—1) =8128, 
E (21*-- 1) =83550336, 
下 面 古 一 个 较 大 的 完全 数 : 
191561942608236107294793378084303638130993721548169216. 
现在 我 们 将 证 明 , 2 和 和 2? 一 均 为 素数 时 的 数 2-2 — 1) 
是 仅 有 的 偶 完 全 数 . / : 
定理 <& 欧 拉 ) 车 % 是 一 个 偶 完全 数 , 则 
n= 2?71(2?—1), 
其 中 2 NERA, H 2 一 1 也 是 素数 . 
证 明 An AALER, Wu 2*m， 其 中 m 是 奇数 ， 量 


el D'Toeiamisan, 我 们 可 记 om)= 王 m 十 s, 其 中 8S>0， 于 
E, 2n =0 (n) 就 成 为 

Zant = (2+1 —1) (m+s) =2 tim — m+ (2 —1)s. 

因此 ， : 

(2) m= CET Lis, 

此 式 说 明 ，s 是 mw 的 一 个 因子 , s<m, Hoetmi--mts 因而 
s 是 m 的 所 有 小 于 mw 的 因子 之 和 , 也 就 是 说 ,，s 是 包括 s 在 内 
的 一 组 数 之 和 . 仅 当 这 组 数 只 包 售 一 个 数 时 这 才 是 可 能 的 . 
因此 , m 的 小 于 mw 的 因子 的 集合 只 包含 一 个 元 素 , 那个 元 素 必 
EN 1, B s=1, k m=2t -1 是 一 个 素数 . 

鉴于 这 一 论证 非常 巧妙 ,我 们 要 重复 一 下 ， wmÁANT 

为 
1, da, d3, en, dr, mM, 
则 om) =m+s, 其 中 
8=1 十 dz 二 ds 十 … 十 dx， 
但 8 是 m 的 一 个 因子 ,8 过 m, Ws 等 于 1 da, 0, de 中 之 一 ， 
唯一 可 能 的 龙 s= L, 

我 们 已 经 表明 , 8 一 1 因此 o(m)=m+s=m+1, GC 
明了 m 是 素数 .由 (2), m 一 2:1" 一 J， 具有 这 种 形式 的 数 要 
ERA, RA e 十 [是 素数 才 行 ， 因 此 人 叹 = 空 一 二 ok Se 
数 , 证 毕 . 

这 样 ， 由 定理 工 得 出 的 偶 完 全 数 就 是 全 部 偶 完全 数 ， 至 
于 奇 完 全 数 , 谁 也 不 知道 它们 是 否 存在 , 也 没有 人 证 明 过 它们 
不 可 能 存在 . 要 是 存在 一 个 奇 完全 数 的 话 ， 那 么 它 一 定 是 非 
党 大 的 : 1967 年 ,有 人 宣布 , 它 必 须 大 于 10, 而 且 奇 完全 数 
还 必须 满足 许多 其 它 条 件 . 但 是 , 到 目前 为 止 , 还 没有 凑 出 这 
位 的 条 件 ， 可 以 用 来 说 明 不 存在 奇 完 全 数 . 奇 完全 数 也 许 会 


A, 但 它 实在 太 大 , 以 致 超出 了 人 们 能 够 计算 的 范围 . 
介绍 了 定理 2, 求偶 完全 数 的 问题 就 等 同 于 求 素数 使 
2? 一 1 也 为 素数 的 问题 了 . EA 2 一 工 的 素数 叫做 英 森 数 .在 
十 七 世纪 的 时 候 , 英 森 (Mersenne) 声 称 , 4 p=2, 3, 5, 7, 13, 
17, 31, 67, 127, 257 时 , 2—1 是 素数 , 对 于 257 以 下 的 其 它 
KA p, 2 一 工 均 非 素数 ， 他 这 一 猜想 是 不 准确 的 : 他 将 67 和 
257 包括 在 内 是 不 对 的 , 因为 
247 — 1 =193707721.761838257287, 

2”' 一 1 也 是 合 数 ; 另外 ， 他 把 19, 61, 89, 107 排除 在 外 也 错 
了 .当然 , 对 莫 森 可 别 太 苛刻 了 : 在 十 七 世纪 , 还 没有 任何 数 
学 刊物 来 宣布 新 的 发 现 ， 几 乎 所 有 人 都 把 最 新 的 数学 消息 写 
售 告 诉 莫 森 , 而 莫 森 也 把 这 些 消息 写 信 告诉 其 他 人 ,因此 , 他 
传播 了 费 马 等 人 的 成 果 , 加 速 了 数学 的 发 展 ， 所 以 , 有 一 类 素 
数 以 他 的 名 字 来 命名 , 这 还 是 合适 的 。 目前 已 经 知道 的 能 使 
Cent 也 为 素数 的 所 有 素数 p 是. 

2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 

521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 

4423, 9689, 9941, 112183. 
这 些 数 中 每 一 个 都 对 应 着 一 个 偶 完 全 数 : 一 共 是 23 个 ， 前 面 
12 个 大 在 高 速 计算 机 发 明 以 前 发 现 的 , 后 面 11 个 实在 太 大 
T, 用 手 来 计算 已 经 办 不 到 .人 们 继续 在 寻找 英 森 素数 (上 面 
最 后 几 个 数 束 是 新 近 发 现 的 )， 和 希望 能 看 出 素数 2 的 形式 ， 以 
便 能 够 狂想 并 证 明 一 些 定理 ， 有 人 已 经 提出 了 一 些 猜 想 , 但 
还 没有 迹象 表明 如 何 着 手 证 明 它 们 . EXE, 还 没有 证 得 任 
何 重 要 的 定理 ， 甚 至 还 不 清楚 是 否 一 定 存 在 无 限 多 个 这 样 的 

在 结束 本 节 时 ， 我 们 还 要 提 一 提 另 一 类 曾 使 一 些 人 颇 感 


兴趣 的 数 : 闲 和 数 ， 考 虑 220 和 284, 因 220=22.5.11, 可 知 
0(220) —220=0(22)o(5)o(11) 一 220 
= 7 6» 12 — 220 = 504 — 220 = 284, 
又 因 284= 2.71, 我 们 有 
5f(284) —284=0o(2)o(71) 一 284= 7 72 一 284 
= 220, 
所 以 , 在 某 种 意义 上 说 ，220 和 284 一 起 出 现 . 一 般 地 ， 当 且 
仅 当 


o(m)—-m=n H oln)-n=m 
D. RRMA n Eka Säi) 换 一 种 等 价 
说 法 ， 就 是 ， 当 且 仅 当 om) ei min D, miin RS 
和 数 ， 

【练习 1] 验证 1184 和 1210 RMR. 

亲 和 数 直到 二 十 世纪 初 还 得 到 一 些 受 人 尊敬 的 数学 家 的 
注意 (练习 工 中 这 对 亲 和 数 直到 1866 年 才 被 发 现 ); 欧 拉 发 现 
了 许多 对 亲 和 数 ， 有 一 长 捉 亲 和 数 存 在 (除了 前 面 已 经 提 和 到 
的 亲 和 数 外 ，10, 000 以 内 的 亲 和 数 还 有 三 对 : 2620, 2924; 
5020, 5564; 6232，6868) ， 但 是 ,关于 完全 数 的 欧 几 里 得 定理 
和 欧 拉 定理 那样 漂亮 的 一 般 性 定理 , 对 于 亲 和 数 却 尚未 找到 . 
如 今 , 亲 和 数 已 不 很 受到 人 们 的 重视 , 我们 将 它们 以 及 其 它 类 
似 的 数 放 到 下 面 习 题 中 去 讨论 ， 

习 g 
1， 难 证 . 17296 =24.23.47A] 18416 = 24.1151 是 亲 和 数 ，( 这 一 对 是 费 
马 发 现 的 , 也 是 220, 284 那 一 对 以 后 发 现 的 第 一 对 , 而 220, 284 这 
一 对 十 希腊 人 就 已 经 知道 ,) 
2， 过 去 曾 长 期 有 人 认为 , 偶 完 全 数 交 替 地 以 6 和 8 结尾 ,说明 这 是 错误 
的 , 并 验证 


212/218 — 1) =28 (21 —1) =6 (mod 10, 


， 1575 年 ,有 人 注意 到 ， 每 个 偶 完 全 数 也 是 一 个 三 角形 数 , 证 明 这 是 


正确 的 . 


. 1652 年 ,有 人 注意 到 ， 


6 一 1 十 2 十 3， 
28 =1 +42 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7， 
496 二 1 十 2 十 3 十 … 十 31， 
这 类 式 子 还 能 继续 与 下 去 吗 ? 


证明， 者 到 和 于 为 洒 和 数 , 则 


2d=2d=m+n, 


dlm din 


, UER. Zr JR n RIAA, Wi 


UO Rd. 


I: p=3-2°— 1, 


9 =3.2: 1—1, 
7 一 .22 EAR 
其 中 。 是 -- 个 正 整数 ， Ep, 9 和 KE sae 证明 Zog 和 2 7 是 
六 和 数 . (e=2, 4, dee diii 但 对 e< 200 的 其 它 数 ， 
部 不 会 使 p, 9, 7 均 为 素 


8. 证 明 : ësst ue a 


10. 


11. 


12. 


是 一 对 洒 和 数 中 之 一 数 ,证 明 


ein -o( Li ). 


(a) H: oelimscltntg 

b 用 上 式 证 明 ， 决 不 会 是 一 对 订 和 效 中 之 一 数 ， 

若 0《?) = 二 Kw， 则 9% 被 称 为 万 类 完全 数 ， 验 证 672 是 3 类 完全 数 ， 
2,178,540 =22.32.5.72.13.19 Æ 4 类 完全 数 

设 52) 二 0 2n, Æ s(n) =0, 则 7 是 完全 数 ; 若 s(2) >>0, 我 们 
称 7 是 过 剩 数 ; 大 s(n) <0, RITE n ET kA. 

(a) 验证 12 和 234 是 过 剩 数 ,， 8 和 是 亏 缺 数 ; 

(D) 将 小 于 或 等 于 20 的 正 整 数 分 类 成 过 剩 数 、 亏 缺 数 和 完全 数 ， 


Lä, 
l4. 
15. 
16. 


17. 


I8. 


O ik SL, ARRS. 证明 945 dl 0 
(d) om nä 4, 5, 6, 7, 8, 9h, ntmtlimst gë mu 
n=10 DI. nint D et 

(e) Æ p>3, H 2p+1 Rz CDD Zone ër EKE, 
s(2p(2p+1)) = —2p°+-8p +6; 

C) 证 明 pg (pg 才 6) ET IR 

CAE ENEE AAR EISE 

(h) EnH DEZAS, H djin, 1<4<n, MEI d 是 亏 缺 
Zi 

(车 202=2 一 蕊 是 完全 数 ， 且 2 天 2 一 上 为 素数 ， 证 明 p 
ERR, 

证 明 : mun 为 大 于 2 的 素数 ， eege 

证 明 所 有 的 偶 完 全 数 以 6 或 82 

E ?为 偶 完 全 数 ,n>6, 证 明 ,leo Hi, 

证 明 :， A pHa, 


om2 = =1+9(5 ) moa81)， 


(关于 记号 ( Lens 


欧 拉 曾 证 明 , 任何 奇 完全 数 的 形式 必 为 prn, Ah p HERA, a 
和 人 为 整数 . 在 他 的 证 明 的 草稿 上 补 进 未 详细 写 出 的 内 容 : 

w n=PPr P, Sun TAITARA ir SE oO rt S 
Q:=0(P:), 1=1, 2, =, k, Æ o(a) =2n, W 

Zi: Da, P= QQ Q. 

AiL Wa, Na, Q 中 有 -一 数 ， 比 方 说 是 负 ， 是 一 个 疝 素 数 的 2 

D” MEREZIA. Po, P, Pi 是 素数 的 偶 次 究 ， 而 
P, 一 2 p 为 革 素 数 ，a 为 某 整 数 . 
下 三 是 欧 技 对 定理 作出 的 原来 的 证 明 ， 补 上 所 有 未 详细 写 出 的 
GE? 

及 2%=4 7 是 完全 数 , 2 为 奇数 ,2 ERATZA Deia? 
应 等 于 An 因而 


m/o(m) = (2 —1) /2 
它 是 一 个 既 约 分 数 ， 因 此， 对 某 整 数 c， 有 和 一 (2 一 巧 c。 A 
c=1, HI m= -1 必 为 素数 ,因为 oCm) Dr el, A 

Om) > m+ (2+1—1) +e+1, 


olm) e+ 、 SZ" 


= ~ 
本 十， m M Jkl]? 


HATA. 


8$9 欧 拉 定 理 和 欧 拉 范 数 


费 马 定理 称 : 
Zeg, p)=1, m 
a”=1(mod p), 

很 自然 地 要 问 ， 能 不 能 将 它 推广 到 模 为 合 数 的 情形 ? 给 定 任 
一 整数 m, 是 否 存在 一 数 了 7), i a =l mod m)? 我 们 知 
道 , 除非 (4a,，m) = 二 否则 这 是 不 可 能 成 并 的 , 因为 , Zo inn 
有 大 于 1 的 公 因 子 ,那么 对 任 一 *>0, 不 可 能 有 m|(@ 一 1)， 
让 我 们 看 一 下 几 张 a 的 乘客 (mod m) 表 ， 其 中 4 与 m 互 系 ， 


m= D. 9, 10, 
m= m=0 m=10 
a o o oi oi oi o o a o d o 
LL 1 i 1 1 íi i 1 i í í 
L 2 4 8 T 5 1 3 9 7 i 
4 7 1 4 7 1 1 9 3 1 
5 7 8 4 2 1 9 1 9 íi 
7 4 1 7 4 1 
3 1 8 1 8 1 
显然 ， 


ie 6) 一 1, 则 
0 二 1(mod 6); 
# (a, 9)=1, W] 
a= i (mod 9); 


车 (a, 10)=1, D 
at= 1 (mod 10), 
所 以 , XT m=6, 9, 10, % f(m) if IER. 
【练习 1] 证 明 : 对 所 有 与 14 HR a 有 
二 Imnodl4， 才 BT 
要 是 你 目光 真 的 敏锐 , 你 就 可 能 已 经 浏 意 到 ， Lei 2, GË 
DEZ thToHbGpSnItSär, 矿 9) 一 6, 同时 d Sr 
6 个 小 于 9 上 且 与 9 互 素 的 正 整数 ;了 (10) =4, 同时 恰 有 4 aA 
F10 B5 10 RAER% HT 14, 类 似 的 说 法 也 成 立 . 
ie IRE AI i PIERE CRER T EZART, Gk 
— ERER E JE UD KKI): 
定理 1 设 m2, Hla, m)=1, EE 
Pap Sot rä 则 
oäimi sl (mod m). e 
注意 , 在 m=p 是 一 素数 这 个 特殊 情况 下 ， 上 述 猜想 是 正 
确 的 , 因为 小 于 2 的 每 个 正 整 数 都 与 互 素 , 政 由 全 =pl, 
而 我 们 知道 , ta oi- LD. a+ =l modp). 
我 们 在 这 一 蔬 里 将 要 证 明 完 理工 BERE ni SS Er 
分 解 式 导 出 一 个 计算 gw 的 公式 .定理 工 衣 先 宙 欧 拉 证 得 ， 
政史 焉 称 作 欧 拉 函数 . 
PERH JR G nl 1 Zeite, p=, Wio Zon, 
(9p 一 DD 的 最 小 剩余 (modO 是 荆 2, =, p 一 4 的 一 个 排列 . 
这 一 想法 也 证 欧 拉 进行 推广 的 关 刍 . / 


Sisi "eo m)l, yo one ham H Hm 
(1) OTi. ATo, ns Oëura 
的 最 小 剩余 (mod vi 
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(EICH E 
的 一 个 排列 . 
【练习 2] Zm-10 a=3, 验证 引 理 工 的 正确 性 . 
引 理 1 的 证 明 由 于 集合 (也 中 恰 有 中 个 数 ， 要 证 它 
们 的 最 小 剩余 是 n ro e, Tam 这 Yo 个 数 的 一 个 排列 ， 
我 们 必须 说 明 , 它们 互 不 相同 , 且 都 与 % 互 素 ， 为 了 说 明 它 们 
互 不 相同 , nai leist), 1<Ip(m)), 有 
arı= dë: (mod m). 
由 于 (4%, m)=1, 我 们 可 从 同 余 式 两 边 消 去 a 而 得 
ri=r; (mod m), 
LE r M r RE SZ (mod), Mia r= r.. 因此 ,出 
nET, 可 得 or, ar; (mod m), W C) FAAEA, 
为 了 证 明 DFES MER, TRE pÈ mMMR T 
om, 的 公共 素 因 子 , 其 中 1<i<$(m)， 因 pp 是 素数 , 故 有 pla 
或 pi7;。， 因 此 ,Pp 或 为 4 各 的 公 因 子 ， 或 为 7; 和 m 的 公 因 
F. Bio m)= (r, m) =1, 故 两 种 情况 均 不 可 能 , 因而 对 每 
Tä i=1, 2, =, dml, RB ar, m)=1, 
欧 拉 定理 的 证 明 与 费 马 定理 的 证 明 相 似 . 
定理 1 的 证 明 由 引 理 1, 我 们 知 
T1727 m= (G74) (Afa) e Late. 
Ss OË (pg Tum) mod m), 
DT Ta ce, Tem 中 每 一 个 数 都 与 双 互 率 ， 所 以 它们 的 来 
积 也 与 吧 互 埃 ,于 是 这 个 来 积 因子 职 可 从 上 述 同 余 式 中 消去 ， 
我 们 便 得 
1=a*™ (mod m). 
本 节 的 其 余部 分 将 主要 用 于 研究 9 的 性 质 ， 我们 的 目标 
是 用 一 种 方法 找 出 计算 p(w) 的 途径 , 而 且 用 不 着 去 实际 求 出 
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小 于 即 且 与 交互 素 的 所 有 正 整数 . 

【练习 3】 验证 下 表 列 出 的 数 古 正确 的 . 

n 2 3 4567899 
bn) 12242646 A 

为 了 使 $80) 对 一 切 正 整数 都 存在 ， 我 们 规定 $8( 了 就 是 
1， 有 了 这 一 规定 , 定理 1 就 对 所 有 正 整 数 加 成 立 . r 

【练习 4] 验证 83! =1(mod8). Ga 2 = gd 三 | (maks) 

【练习 6】 哪些 数 小 于 4 并 与 4 互 素 ? 用 8 和 16 代替 4 
答案 是 什么 ?你 能 为 $(2") (m=1, 2，…) 推出 一 个 公式 吗 ? 

一 般 地 , 要 看 出 由 2 是 什么 并 不 难 , 这 里 p 是 素数 ,9 是 
正 整数 . 

引 理 2 HWER Z n, 有 p mitn-D3. 

证 明 ATI Hotspot op 
各 个 倍数 . 

lep, Zem, Aen =, Lin 
它们 一 共有 2 一个。 而 小 于 或 等 于 入 的 正 整数 总 其 有 个， 
故我 们 有 
Pr) =p pi pp p1), 

【练习 6】 验证 此 公式 对 于 2=72=3 是 正确 的 . 

Tæ, 我 们 对 所 有 素数 二 的 $$ 都 已 求 得 .要 是 我 们 还 知 
关外 是 一 个 积 性 函数 的 话 ， 那么 我 们 就 可 用 $7 定理 5 求 得 
p(n) 的 一 个 公式 .我 们 将 用 一 个 定理 来 表明 $$ 确实 是 一 个 
积 人 性 函数 ， 这 个 定理 的 证 明 , 与 数论 中 其 它 许多 证 明 一 样 , 既 
个 长 且 不 癸 , GUDER, 就 是 困难 一 些 ， 我 们 首先 需要 一 个 容 
易 的 引 理 : 

引 理 3 # (a, m)=1, H a=b(mod m), M (b, m)=1, 

证 明 AIEA, A b=at+km, 引 理 即 可 得 证 . 
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推论 f 


(2) Tis To, “ vi 
的 最 小 剩余 Cnog mm) 是 0,1 … 各 一 工 的 一 个 排列 , 则 (2) 中 
H pim) PIERS m H ES 


我 们 现在 就 能 证 明 

定理 2 Qa IRTE R. 

证 明 我 们 将 工 到 mn 各 数 写 出 训 下 : 
L oni 2m+1 1 (n—i)m+1 
2 m42 2m+2 1 (n—1)m+2 


mo Zon Sg di mh, 
BE, r)=d, H d>, 则 我 们 可 说 , 在 此 表 第 "7 行 
r mtr 2m+r o (n—i)m+r 
中 ， 生 一 元 素 都 不 与 mI. AERX, dm, H 
dima, 且 对 任 一 和 有 ol Gm 十 7)， 所 以, 如果 我 们 要 找 河 ?20 
耻 素 的 数 ， 除 了 第 一 个 元 素 是 与 m 互 素 的 那些 行 以 外 ,在 其 
它 各 行 就 一 个 也 找 不 到 . 
【练习 7】 上 表 中 有 多 少 行 其 第 一 个 元 素 与 名 互 素 ? 


让 我 们 举 一 个 例子 , 取 %=9, m=6, RA TE 
1 7 13 19 25 
2 8 14 20 20 
3 9 15 21 27 
4 10 16 22 28 
5 11 17 23 29 


6 12 18 24 30, 
第 2.3.4.6 各 行 没有 元 素 与 ?22= 30 DS, HARER 
EEN m= 互 素 ， 所 有 与 30 互 素 的 数 都 在 余下 


的 两 行 中 可 以 找到 

1 7 18 19 25 

D 1L 17 23 29, 

假定 我 们 能 够 证 明 , 第 一 个 元 素 与 色 互 素 的 各 行 中 , 每 行 

BA pn) SA m 互 半 ,而 由 于 这 种 行 共有 oim) fr, AA 
整个 表 中 与 m 互 素 的 数 共 有 popim A, RC, n) =1 
时 ,Yo 二 PCm)9(n), 定理 即 可 得 证 . 但 第 了 行人 tjm H 
素 ) 中 各 数 为 


(3) r, m+r, 2m+r, e, m—i)m++r, 
凡 且 我 们 可 说 ,它们 的 最 小 剩余 (modn) 是 
(4) A t, 2, Dar n—i 


的 一 个 排列 ， 为 了 验证 这 一 论断 ,我 们 只 需 证 明 ，(3) 中 任何 
a A" D eerste nma. 但 这 
容易 的 : 假定 
km+r=jm+r(modn), 
其 中 O<k<n, 0xj<n, iS km=jm(modn). mh FCn, n) 
=1, RN k=; (modm)， 考虑 到 和 3 所 满足 的 上 述 不 等 
式 , 可 得 和 =9， 因 此 , Æ kA, ED kmtréjm+r(modn), 
故 (3) 中 和 任何 两 个 元 素 互 不 同 余 (mod ai, 
根据 引 理 3 的 推论 , 我 们 知 (8) 中 恰 有 $n) 个 元 素 与 4 互 
OR. 但 由 引 理 3, 者 中 第 了 行 中 每 一 元 素 都 与 双 互 素 , 因 此， 
该 行 愉 有 $2) 个 元 素 与 mm ER. 正如 我 们 前 面 已 经 提 到 ， 
有 了 这 一 点 , 定理 的 证 明 也 就 完成 了 . 
在 前 面 的 例子 中 , 包含 着 与 30 互 素 的 全 部 元 素 的 那 两 行 
中 各 数 的 最 小 剩余 (mod 5) 为 
1 2 3 4 Q 


H 


一 行 都 含有 $(5) 一 4 个 与 30 互 素 的 数 , 因此 
3=9(30) =9$(6)9 5). 

现在 我 们 就 能 求 得 P00 的 一 个 公式 了 ， 

定理 8 En ØMRARDERNN n= prp? pr, W 
h(n) = pet (pı 一 于) pp (Da 一 1) d ( My 一 1) 。 

证 明 由 于 是 积 性 函数 ,用 $7 定理 5 可 得 

din) = dt PV OP PE) di pe). 
各 对 右 端 各 个 因子 应 用 引 理 2, 定理 即 可 得 证 ， 

【练习 8】 用 定理 3 计算 p2), P74), 76). 

定理 3 的 公式 可 用 另 一 更 为 简洁 有 用 的 形式 写 出 ; 

推论 ”大 %= Pt pZ…7W, D 


p(n) ali ki) 


P2 

这 一 推论 的 证 明 留 给 读者 。 下 抄 从 > 
我 们 用 下 一 节 所 需要 的 一 个 定理 来 结 焉 本 节 ， 
【练习 9】 对 王 列 各 个 % 分 别 计算 之 od): 
(a) n=12, 18, 14, 15, 16; 
(b) n=2", k>; 
(0) n=p", k>l, pp 为 奇 素数 . 
现在 你 应 该 狂想 到 下 列 定 理 的 正确 性 . 
定理 和 Zut Wl 

2 (d) =n. 


证 明 很 目 然 地 我 们 会 试图 用 定理 3 的 公式 来 得 出 这 一 
结果 , 但 这 将 非常 困难 ; 我 们 还 是 用 高 斯 首次 提出 的 一 个 巧妙 
想法 吧 、 考 虑 整数 1，2, mn 对 这 些 整 数 中 的 一 个 数 ， 当 
且 仅 当 它 与 % 的 最 大 公 因 子 为 4 时 ， 我 们 将 它 归 入 类 Cu 中， 
全 如, £ n= 12, RIE 


| D 

Oi={1, 5, 7, 11}, Os={2, 10}, Os= {3, 9}, 

C. = {4, 8}, 寺 Ce={6}, {  Ca= {12}. va 

【练习 10] 4n=14 m, 各 类 Cs 是 什么 ? a 7 9% 

1 HN m, n)=d, ER Cm/d, n/d) =1 BN, m 属于 Ca. 
因此 , 根据 欧 拉 函数 中 的 定义 , 类 Ca 中 元 素 个 数 为 n/d). 

【练习 11] 对 n=12 和 %=14, 验证 这 一 结论 的 正确 性 . 

对 应 于 的 每 一 因子 d, 都 存在 着 一 类 Ca, 因此 , 各 类 Cn 
的 了 于 有 元 素 合 在 一 起 后 , 总 数 即 为 

之 p/d). 


但 由 于 在 1, 2, RE. n 这 些 整 数 中 ， 每 一 个 恰 属 于 一 类 ， 故 这 
个 数 正好 就 是 % 即 有 
n=3 $d) =3 bld) 


Al ` 

215. $(42), (420), $(4200). 

计算 :$10,001), $(100,001)， 

, Set Zo 15)=1, pmj a= 1 C(modi5), 

. 小 于 18 月 与 18 互 崇 的 正 整 数 是 哪些 ? 当 m%==18，4q 二 5 时 ， 验 证 

5| 理 1 是 正确 的 . 

完全 数 满足 0(W) = 2n, 什么 数 满足 由 bo Zeg 

D H: A n Iak U An) =29 (a). 

T. 1+2=(3/2)9(3), 1+3= (4/2)9(4), 1+2+3+4=(5/2)¢(5), 
L+5= (6/2) (6), 41+2+3+4+5+6=(7/2D90,1+3+5+7= 
(8/2)g(8)， 推 想 一 个 定理 . 

8， 证 明 . 2 o(p) 722p) =Z Ip). 

3， 利用 下 列 性 质 ， 忌 有 整 效 7? 和 ss 便 47 十 ms 二 1 证 朋 引 理 3. 

1]0， 若 (4, m) =1, 证 朋 . 任 - 一 使 Xz 三 ceQ*Y" 1(mod wp) 成 立 的 x 也 满足 
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GG ww ba e 


GL 


il. 


12. 
13. 


14. 
15. 


16. 
17, 
18. 
19. 
20, 
21, 
29, 


23. 


ax:==¢ (mod m), 
a) neren, FIFE ZLAR p HER? 
1.2, 2.3, 3.4, +, p(p4 1); 
(b) Er ARER, TH) DFIPREZD TIRI p ER? 
.3 2:3, 3-4, +, P(p +1); 
oy een A ed z 理 吗 ? 
R Pn) = 二 16 的 四 个 解 . 


设 w=dim， 证 彤 小 于 有 有 生 与 的 最 大 公 因 子 为 4 的 正 整 数 一 共 有 


dai, 
证 有 明 ， 著 加 入 有 一 个 大 于 1 的 公 因 子 , MpD Spp, 
PO =E), PESEE OD, 如 此 等 等 ， 义 设 el2 


ERE PE ==< 的 最 小 整数 ,对 下 询 % tH e): 


(a) R=3, 4, 5, 6, 7, 8, Y: 

Chi n=2*, k2 

(e) gas, kl: 

(d) n=237, kl, il, 

(EH, ACn, n) =2, Hl mm) 二 29 IDG n). 

E m, mie De M pm S5 pmp bléit, SS 

证 明 ， 当 且 仅 当 对 某 正 整数 必 有 = 全 时 ,VC 一 202， 

ER: 当 且 仅 当 对 某 两 正 整 数 天 和 了 有 1223 T, pG) =n, 
证 明 ， 车 61%, 则 92D 魏 27 3， 


证 明 ， 若 7 一 和 和 十 1 均 为 素数 ,日 n>4, i ga) 入 0/3， 


假设 我 们 已 知 . 

Æ pln, W p ap) =p (n); 

A n W pa 二 (2 一 Dp, 
利用 它们 准 出 22) HAR. 

对 下 列 % 计 算 >à (Lite), 
(a) n=12, 13, 14, 15, 10; 
(b) n=p, p HERZ 

(c) %=2*, zl: 


"(di n=", kzl, p 为 奇 素数 ; 
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(e) 猜想 一 个 定理 , 


. 求 出 满足 Hp) 的 所 有 和. 

. 证 明 : ġo) =14 是 不 可 能 成 立 的 . 

. RENER k, kT, W oa) 一 2 不 可 能 成 立 ， 
. WHAT ZER, 


在 一 个 直角 坐标 系 中 , 当 且 仅 当 2 和”m 互 素 时 , 在 点 (wm, mr) 人 处 打上 
一 个 点 .考虑 挨 次 排列 着 的 一 些 方 格 . E 

(a) 有 没有 这 样 的 方 格 , 它 的 四 只 角 孝 打上 了 点 ? 

(b) 找 出 一 个 方 格 , 它 的 四 只 角 均 未 打点 ; 

Loi 设 2 为 奇 素数 ,在 下 列 一 行 方 格 中 ， 

(1,2T1) (2,p+1) WW (2 一 1,D 二 1) 《pz 十 1) 


Alt (2,7) (p-isp) (p17p) 


有 多 少 个 方 格 在 三 只 角 上 打 了 点 ? 
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$10 原 根 和 指数 


从 上 节 定 理工 我 们 已 经 看 到 ， 若 (c, m) = 了 则 存在 着 正 
Ike t (E a= (mod m), Eh t=olm), 也 本 不 用 那个 定理 
“将 这 一 点 证 明 如 下 ， 著 (ac，m) =1, 则 a, a, e, … DES 
余 (mod m) 都 与 m ER, GELEET 
(wm) 个 ， 而 “的 乘 宕 却 有 无 限 多 个 ， 故 必 有 正 整 数 ) 和 丰 
jk, {fi ois Ob (mod o). Dro, m)=1, 上 述 同 余 式 中 a 的 较 
小 次 轿 可 以 约 去 ,我们 有 
oi "Tel (mod m) 或 ob jmod m). 
因此 , El, m)=1, 则 存在 着 正 整 数 革 使 ws1(modm)， 事 
实 上 ， 这 样 的 数 有 着 无 限 多 个 ， 这 蚌 因 为 ， 当 (4a,，m) =1 时 ， 
at=] (mod m), MAHE ERR k, 都 有 
OM at (at) tg =E mod m), 


这 种 正 整 数 中 最 小 的 一 个 称 为 a Hama. Gin. AAT, 


我 们 有 
H y 多 V. , D 
' J 1 1 1 1 1 
> 24 总 2 4 1 
3 3 2 6 4 5 vi 
j 4 2 4 4 2 1 
$55462 3 ğ 
\ 6 1 6 1 6 1 
故 对 模 7，3 和 8 的 阶 为 6, 2 和 4 的 阶 为 3, 6 的 阶 为 2， T 的 ` 


RAL 当 高 斯 引进 这 一 概念 时 ， 他 把 t 称 为 a 所 属 的 指数 
(mod m). 高 斯 所 用 的 术语 比 我 们 的 称呼 妥 长 ， 但 却 更 为 党 
用 ， 
(%3 1] 3, 5, ?对 模 5 的 阶 各 是 多 少 ? 
一 个 整数 的 阶 (mod mm) 并 非 可 以 为 任何 数 ， 下 面 我 们 就 : 
要 说 明 , 它 一定 是 $(m) 的 一 个 因子 . 
引 理 1 Zo m)=1, a"=1(modm), n>0, H a 的 阶 
(mod m) H t, W tln, 
”证 明 BEG, n)=d, 则 我 们 知 存在 整数 + 和 使 
ritmn=d, 
因而 a’ =a" m = (at) (a"s, 
但 根据 假定 , a" =a =] (mod m), h a= (modm). m t BW 
假定 是 满足 4: 圭 1(mod mm) 的 最 小 正 整 数 , 故 t<d. LAG, n) 
一 d， 故 d 是 tt 的 一 个 因子 ， 所 以 d<t， 于 是 ,d=t. :由 此 即 
知 , t 是 % 的 一 个 因子 ， 上 述 证 明 中 ,我们 忽略 了 ”和 3 中 有 
一 个 为 负数 的 情况 ， 其 补救 办 法 是 , 用 o"a) E 1 (mod m) 
EN n>0RT H a (mod m). 
定理 1 # (a, m)=1, .4 的 阶 (mod yz) 为 四 Wal éisch, 
”证明 由 欧 拉 对 费 马 定理 的 推广 (上 节 和 定理 1) 知 , 
at™= (mod m). 
在 引 理 二 中 令 n=p(m), 即 可 得 结果 . i 
【练习 2] 一 个 整数 的 阶 可 为 哪些 数 ? 各 举例 
我 们 证 明 下 列 定理 , 它 也 是 应 用 上 述 想法 的 一 个 例子 . 
定理 2 车 p 和 og XARA, H q (ea? 一 1)， 则 或 有 
q| (4 一 1), RA q=2kp+1, Hp k RRA. 
证 明 因 gq.| (qa? 一 1), 我 们 有 ?二 1(mod g). DEEN 
a 的 阶 (modg) 是 p 的 一 个 因子 , 即 c 的 阶 为 1 或 p.， 车 4 的 
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阶 为 1, 即 at=1(mod 9), we q] (ec 一 蕊 ， 另 一 方面 , oam 
为 p, 则 由 定理 1, plo), 或 p1(9 一 1)， 即 对 某 整 数 ?， 有 
q—i=rp. 又 由 于 2 和 9 是 奇数 ，"7 就 一 定 是 偶数 ， 定 理 得 
推论 2? 一 1 的 任何 因子 必 取 2kp 十 1 的 形式 . 
【练习 3] 根据 这 一 推论 ，2” 一 1 的 最 小 素 因 子 是 什么 
数 ? / : 
如 & 的 阶 (mod m) tan), 我们 把 & 称 为 mw 的 一 个 原 根 ， 
原 根 以 及 具有 原 根 的 数 之 所 以 特别 重要 ， 蚌 由 于 下 列 性 
质 所 致 . 8 
定理 3 奉 9 是 mw 的 一 个 原 根 , 则 
g, o, dn wë 
各 数 对 模 m% 的 最 小 剩余 ， 恰 是 小 于 mw 且 与 wr 瑟 素 的 $Cm) 个 
正 整 数 的 一 个 排列 ， 
例如 , 2 是 9 的 一 个 原 根 , 而 它 的 各 次 乘 苦 为 
2, 22, 25, 24, 25, 2°, 
它们 的 最 小 剩余 (nod 9) 分 别 为 
2, 4, 8, 7, 5, 1, 
定理 3 的 证 明 因 (g, m) =1, g 的 各 次 寒 都 与 吧 互 素 . 
KSE 
g =g" (mod m), To Lebsdiomi, 
HBE jzk (这 样 做 并 不 失 一 般 性 ), 则 
dg 一 二 1Gmnod m). 
但 0<I 一 kh<p(m); HA g 是 mw 的 一 个 原 根 ， 故 仅 当 t=0 时 
才能 有 z 
9 =1(mod m), 0&t<$(m), 
因此 ?7 一 和 一 小 或 了 一 和， 
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【练习 4】 证明: 3 是 7 的 一 个 原 根 . 

【练习 5】 用 尝试 法 求 10 的 一 个 原 根 . 

并 不 是 每 个 整数 都 有 原 根 . Min, 我 们 在 练习 1 中 已 经 
看 到 ，8 就 没有 原 根 ， 现 在 我 们 要 着 手 证 明 , 每 个 素数 都 有 厌 
根 ， 其 证 明 不 犬 容易 ,要 作 许 多 准备 工作 ( 引 理 2 到 引 理 4); 
同时 , 由 于 这 是 一 个 存在 性 证 明 , 它 并 未 说 明 如 何 将 原 根 求 出 
K. ETXERA, 要 是 你 直接 相信 这 一 结论 ， 也 未 必 会 失去 
多 少 东 西 ; 放心 好 了 , 这 个 结论 是 正确 的 . 

1 a KBr mod p)» d, WAF k=1, 2, …, d, 有 

(0°)’=1 (mod p). 
于 是 , ERA a, o, oi, AHAA d, 有 些 数 的 阶 
则 要 小 一 些 , 例如 a 的 阶 就 是 1. 

【练习 6】 3 的 阶 (mod 10) 为 4, 求 32.32, 34 的 阶 (mod 10) 

下 一 引 理 指出 了 4 的 哪些 肝 窒 与 a 的 阶 相同 

引 理 2 假设 4 的 阶 modp) 为 a, 那么 , 当 且 仅 当 (6, d) = 
LEF, ?的 阶 (modp) 也 为 d. : 

WEBA i(k, d) =1, HE ÀA RERNA t RDE 

l= (a° ies (6) "(mod p), 
WH LA, ld NAFEA, 
(a) =a" =1 (mod p), 
故 同 样 由 引 理 1, dikt, WC, d)=1, Sdt 再 加 上 tia, 就 
有 t=d. : 
为 了 证 明 其 逆 , 假定 4 和 和 KNARE d, H.k, d) =7, 于 
是 有 / 
l= = tal "= (a) (mod p), 

因为 0 是 名 的 阶 , 引 理 1 表明 ,Qla/7, ARRES r=l, 

现在 我 们 需要 一 个 关于 多 项 式 同 余 式 的 解 的 引 理 ， 虽 然 
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这 是 一 个 重要 的 结论 , 但 我 们 在 其 它 地 方 却 用 不 到 它 .， 

引 理 3 若 了 是 交 次 多 项 式 , 则 
(1) . f(%)=0(modp) 

至 多 有 % 个 解 。 : 

证 明 人 设 : 
Toi = Of Hapat IH Lon ! 
ERRAK n, DI wm 去 0umnod p). 我 们 用 归纳 法 证 Ba 
M, 对 于 ?= 了 因为 (cy p)=1, t r 

Gut +a =0(mod p) 
只 有 一 解 ， 假定 引 理 对 nn 一 1 次 多 项 式 成 立 ， 设 的 次 数 为 
n, Zeiss ERER, 要 末 至 少 有 一 解 .， 在 第 一 种 情况 下 ， 
引 理 已 经 得 证 ， 在 第 二 种 情况 下 , 可 假定 7? 就 是 一 解 , 即 
f(r)=0(mod?), 
且 * 是 一 个 最 小 剩余 (mod Pp)， 那 么 , 由 于 上 = 0，1，…， nft, 
z 一 都 是 2 一 的 一 个 因子 , 我们 有 
fæ) =f) — f(r) | 
EE wé To -一 mte taler) 
= (v —r)g (s) (mod p), - 
其 中 9 是 一 个 风 一 次 多 项 式 . pë s 也 是 (了 的 一 个 解 ， 
因此 ， 


NN Did De dl g(s) =0(modp). 
由 于 2 是 系数 , 故 
= s=r(modp) 或 g(s)=0(modp). 
由 归纳 法 假定 ， 第 二 个 同 余 式 至 多 有 7? 一 1 个 解 ， 而 第 一 个 同 
RARA, 因而 引 理 得 证 . 
注意 , 右 模 不 是 素数 , 引 理 3 未 必 成 立 ， 例 如 ， 
“十 jw 三 0 (mod 6) 
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有 4 个 解 . 0, 2, 3, 5. 
引 理 和 若 Qi(p 一 二 , 则 x=10modp) 恰 有 4 个 解 . 
证 明 ”由 费 马 定 理 , 同 余 式 "Tmoc ainsi" 
解 , 它们 是 1 2，…， 2 一 上， 此 外 ， 
aiie (8—1) (PaP H1) 
= (g? —1 h(s). 
gek 我 们 知 Mel feed ui EEE p1- M. 
0 p EDA d 个 和 再 用 引 理 8 我 们 知 它 正好 
有 有 直角 
我 们 终于 作 好 了 准备 以 证 明 下 列 定理 
定理 和 每 一 素数 2 具有 p -DONER 
证 明 定理 说明 
(2) 1, 2, en p—i 
H, 每 个 整数 的 阶 都 是 p 一 1 的 一 个 因子 。 对 于 p 一 1 的 每 一 
因子 ,用 内 () 记 (2) 中 其 阶 为 4 的 整数 的 个 数 ， 我 们 刚 说 过 
的 结论 可 改 述 为 o 
T 
由 $9 定理 名 我 们 有 
(3) 2 Yd)= , séi, PON 


dl(p—1) 


如 果 我 们 能 证 , 对 每 个 4 有 di SS 由 (3) 即 可 得 ,对 每 
个 8 有 (qd) Ad) ai, p 的 原 根 数 就 是 / 
plp- =ġlp-1). 

选取 某 个 WME yad) =0, 于 是 六 (Q) < 和 的 )， 结论 就 已 
证 得 .如 果 pd) #0, PRENNA d HER, 称 作 4. 根 
据 引 理 4, 同 余 式 i 
(4) Sec) (mod p) 
恰 有 a 个 解 , HEFTI e 个 整数 满足 (4); 
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(5) a, oi, aè, oi 
又 因 这 些 整数 中 任意 丽 数 的 最 小 剩余 (mod 力 均 不 相同 ， 所 以 
它们 就 是 (4) 的 所 有 解 .由 引 理 2,，(5) 中 阶 为 4 的 数 就 是 那些 
满足 必 Q)=1 的 乘 容 wi. 但 这 种 一 共有 Adr, 故 在 这 一 
HTE Yd didi .前 面 已 经 提 到 , 定理 的 证 明 即 可 结束 ， 
我 们 实际 上 证 得 了 比 定理 4 所 述 还 要 更 多 的 结论 ， 尺 管 
以 后 并 不 要 用 上 面 附 带 证 得 的 结论 ， 但 仍 有 必要 将 它 叙述 成 
以 下 推论 ， 
推论 。 奉 P 为 素数 ,a|(p 一 1)， 则 阶 为 4 的 最 小 剩余 
(mod p) 的 个 数 为 PA. 
【练习 7】 利用 本 节 开 头 的 乘 宪 表 (mod 7), 验 证 2= 7 时 
上 述 推论 成 立 ， 
定理 和 实际 上 并 没有 帮助 我 们 求 出 一 个 素数 的 原 根 ， 为 
了 求 出 一 个 原 根 , 我 们 可 以 使 用 表格 或 者 进行 尝试 ， 下 表 列 
出 了 100 以 内 各 个 素数 pp 的 最 小 正 原 根 gi: 
p 2857 11 13 17 19 23 29 31 37 41 
p 122838223252326 
p 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 
p 352222753235 
还 没有 找到 一 个 方法 能 预测 一 个 给 定 素数 p 的 最 小 正 原 根 是 
什么 数 ， 关 于 8(p 一 1) 个 原 根 在 对 模 ww 的 最 小 剩余 中 的 分 布 
情况 知道 得 也 不 多 ， 例 如 , 71 和 73 的 原 根 为 
Ti 的 原 根 73 的 原 根 
7 il 18 21 22 28 5 11 18 14 15 20 
81 33 35 42 44 47 26 28 29 31 33 34 
52 53 55 bp 59 61 39 40 42 44 45 AN 
62 63 65 67 68 en 53 58 59 on 62 68 
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除了 素数 以 外 , 还 有 其 它 数 也 存在 原 根 ， 可 以 证 明 , 具有 
原 根 的 所 有 正 整 数 为 1, 2, 4， p H ZA, RP p RRM, o 是 
正 整 数 . 

【练习 8】 整数 2，3，…，25 中 , 哪些 没有 原 根 ? 

作为 应 用 原 根 的 例子 ， 我 们 将 使 用 原 根 迅速 而 巧妙 地 证 
明 威 尔 逊 定理 的 一 部 分 . 设 9 是 奇 素数 p 的 一 个 原 根 ， 由 定 
理 3, RIAM g, o g* 的 最 小 剩余 (mod 人 是 1，23，…， 
2 一 上 的 一 个 排列 ， 将 它们 相 乘 , 并 利用 下 式 ( 人 参见 附录 一 ): 

1 二 2 十 3 十 .… 十 (p 一 1)= (p 一 1)p/9, 
GALA EE EW g (modp), 
或 (Pp—D!=(9) less gë ZCmod nn, 
但 g? 3 满足 2x? 二 1(mod p), 而 由 $6 引 理 2 或 本 节 引 理 44 
我 们 知 
ga-D/2=T 或 一 1(modn)， 

但 是 ， 第 一 种 情况 是 不 可 能 的 ,因为 Y 是 2 的 一 个 原 根 。 天 


- W, (p—1)!=—i1i(modp), 


对 数 的 概念 无 疑 是 很 有 用 的 , WMR m ERA RR, 
那么 类 似 的 概念 也 可 以 给 对 模 妈 的 整数 作出 定义 ， 设 9 是 入 
的 一 个 原 根 ， 对 于 满足 (%,，m) =1 K k, “关于 9 的 指数 
(mod mj) 定义 为 一 整数 1, 使 
(6) 9g’ 三 Kk (mod m). 

由 于 mw 具有 原 根 ， 这 样 的 t 是 存在 的 ， 关于 g 的 最 小 指数 
(mod m) GRX ind h) EEA t, 它 不 但 满足 (6), 而 且 是 一 
个 最 小 剩余 (mod $C(m))， 这 样 的 数 是 存在 的 ， 因 为 由 (6) 可 
H. 要 是 志和 妇 都 是 到 的 指数 (mod m), Mji =t (mod pm), 
例如 ,考虑 5 的 原 根 2, 我 们 有 

X=], 7=2, 22=4, 23=8 (mod 5), 


故 “inds1=0, nd Del. inds 4=2, ind, 3=3. 
【练习 9] 计算 各 个 整数 关于 原 根 5S 的 最 小 指数 (mod T). 
指数 污 对 数 一 样 , 在 计算 中 是 很 有 用 的 . 
定理 若 m 是 具有 原 根 的 一 数 ， indb ER k RFRA 

9 的 最 小 指数 (mod), 则 

(T) ind, ab=ind,a+ind,b(modġ(m)), 

(8) ind, a"=n-'ind,a (mod d (m)). 

证 明 i£ ind,a=r, ind, =s, M g =a, y=5 (mod m). 

于 是 

ab=qġ + (mod m}. 
因此 ,7 一 s 是 ab 的 一 个 指数 (modm)， 故 
indy ab=7+s(mod $$ (m) ). 
(7) 式 得 到 了 证 明 、 反复 应 用 (7) 可 证 得 (8) 式 . 
【练习 10】 验证 , 对 模 7, 成 立 
ind; 2+ind;6=ind; 12, 
6ind; 2=ind; 64, 
和 对 数 一 样 ， 指 数 使 乘法 问题 转化 为 加 法 问题 。 BA 

张 关于 mr 的 任 一 原 根 的 最 小 指数 表 (modm)， 那 么 利用 定理 

5, 我 们 就 能 较 容 易 地 求解 同 余 式 , 正如 关于 任意 底数 的 对 数 

表 能 简化 实数 的 计算 一 样 。 例如 ， 利 用 19 的 原 根 2, 我 们 可 

以 作出 如 下 最 小 指数 表 . 

n 1 2 84 5 6 7 8 9 10 11 12 
indan 0 1 13 2 16. 14 6 3 8 17 12 15 
n 13 14 15 16 17 18 
inden 5 7 11 4 10 9 
这 样 一 张 表 可 以 用 来 求解 同 余 式 ， 例 如 , 车 
13z=16/( ned 19), 
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那么 , 由 定理 5 
ində 13x=inds 13 +ind: g =ind: 16(mod 18); 
Hm EZ, 得 
inda 三 4 一 5 三 17(mod 18). ` 
再 由 上 表 得 知 IOC mod 19)， 又 如 
z =16/mod 19), 
用 其 它 方法 求解 就 很 困难 , 而 由 定理 5, 
13indsz=inds16 三 4(0moa 18), 
由 比 解 得 indsz=10(mod 18). Gr LZA, s=17 (mod 19) 
BEE DE E R AR AE. 
>] ZS 
1. 下 列 整 数 中 ,哪些 具有 原 根 ? 
(a) 198, 199, 200, 201, 202, 203: 
(b) 10198, 10199, 10200, 10201, 10202, 10203, 
2. 2,4, 7,8, 1L, 13, 14 对 模 15 的 阶 分 别 是 多 少 ? 
3. (a) 作出 关于 原 根 2 的 最 小 指数 表 (mod 29); 
Cb) 利用 此 表 求 解 9x 三 2 (mod 29); 
(e) IR ER ap Del 29), 
4. Ca ind; 45=45 (mod 96), 下 列 同 余 式 各 有 多 少 解 
(a) ed med 97); (b) p06 mod 97)， 
(c) z°’=45(mod 97}. 
2. (a) 证 明 3 是 J9 的 一 个 原 根 ; 
(o 证 明 2 不 是 23 的 一 个 原 根 
(e) 10 是 二 的 一 个 原 根 吗 9 
6. to, m) 天 1 是 否 存 在 tt 使 a! 大 1 mod m? / 
7. PN: “看 ! 这 五 页 计算 表明 :457?1=1(mod 10031) .” 乙 看 了 一 下 表 
L 和 表 A 后 ,说 : “你 错 了 .” 乙 对 不 对 ? 
S. 大 9 是 % 的 一 个 拯 根 , 证 明 : SHARA 4 二 (mod$(m)) 时 ,有 9 二 
g’ mod mn, 


22. 


23. 


(oi 证 明 : 和 若 9 是 2 的 一 个 原 根 , 则 当 O, pD lIl BI, oi 的 最 小 


FREE p ARAR: 
(b) 求 37 的 也 个 原 根 . 


: (3a) R 芽 的 所 有 原 根 ; 


(bi "Stëmme ETA? 


, 若 9 是 素数 2 的 一 个 原 根 , 证明 indj( 一 1) := 《np 一 1)/2. 
”假定 2 是 奇 素数 的 一 个 原 根 , 且 ind) =r, 


(a) 证 明 inds(D) 一 2 =r+ Í; 
b) Æ indos=r +2, 2 是 什么 数 ? 


.哪些 整数 对 模 31 的 阶 为 6? 


Zo AHA p 的 阶 为 e, 证明 


Qa 1 0maodp). 


: (3) A gh ETRA PISA Aka, f 9g 三 (mod%)， 


Ha DAR 

(b) EDD, 浒 9 Ah IARR p 的 原 根 ， 则 gh 的 最 小 剩余 不 是 p 
的 一 个 原 根 . 

ER: 车 a 的 阶 (modp) 为 3, 则 a+1 的 阶 (mod 办 为 6. 


7. WEE 131,071=2" -1 为 ES 
. 证明. APT IITR, q| +D, IRA alat D, RA q= 


. 证明 ， ie Sea 
ode em, 证明， 对 仁 一 1 ind,(n 一 ,indypn 和 
in" Dënn, 

(ay 证明， ERAR SIERE DL Een 


正 整 数 之 积 与 一 1 同 余 (modm); 

(hi on. mm, (3) 中 结论 坟 必 总 能 成 立 ， 

大 家 知道 , dog, b) doga) 1 

(a) 关于 指数 的 类 似 结论 是 什么 ? 

(b) 证 明 这 一 结论 . 

若 logsb 二 logs og, 则 我 们 知道 gp=a 或 b=1/a， 假 定 g 和 有 是 一 个 
TRA p 的 原 根 , H ind hinda g, 我 们 可 以 得 出 什么 结论 ? 


$11 二 次 同 余 式 


研究 了 线性 同 余 式 以 后 ， 很 自然 地 要 观察 一 下 二 次 同 余 
EN 
Ar’ +Br+0=0(mod m). | 
在 本 节 中 , 我 们 将 限于 模 为 奇 素数 的 情况 ; 在 附录 三 中 , 我 们 
会 看 到 怎样 处 理 一 般 的 二 次 同 余 式 ， 
我 们 将 假定 4 去 0(mod p), 因为 车 4 三 0C(mod p), 则 
(1) Ar? Bz+ C=0(mod p) 
不 再 是 二 次 同 余 式 , 而 是 线性 同 余 式 了 。 我们 还 知道 , 存在 着 
整数 4， 使 AA'=1 (mod p), 因此 (了 与 下 式 具 有 相同 的 解 .: 
(2) e Air A'C=0(mod p), 
【练习 1] 将 22? 二 3x 十 i 三 0(mod 5) 化 为 首 项 系数 为 1 
的 二 次 同 余 式 . 
车 AB 为 偶数 , 我 们 可 在 (2) 中 配方 , 得 
Lei EEY LST — A0 (mod p); 
若 4'B 为 奇数 ， 我 们 可 将 它 变 为 p+tAB, 它 是 偶数 ， 然 后 再 
配方 ， 所 以 , 无 论 在 哪 种 情况 下 , 我 们 都 用 了 一 个 与 (DD 等 价 


” “县 有 下 列 形式 的 问 余 式 来 代替 (1): 


(3) Y=o(mod p), 
因此 , 如 我 们 能 解 这 种 同 余 式 , 我 们 就 能 求解 任何 二 次 同 余 式 
(mod p). 

【练习 2】 . 将 练习 工 中 的 同 余 式 化 为 形式 (3)， 
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【练习 3】( 选 做 ) 用 观察 法 求 出 练习 2 中 同 余 式 的 所 有 
解 . 
这 种 同 余 式 并 非 都 有 解 . 例如, 对 模 S, 
(st 1=8£=1, 2854, 
故 c =a(mod 5) 对 a=0, 1, 4 有 解 , 但 对 cc=2, 3 却 无 解 .我 
们 还 注意 到 , x 三 0(mod p) 只 有 一 解 x 志 0(mod p). MER 
们 来 证 , 若 pta, Motel p) 的 解 必 成 对 出 现 .， 这 也 并 
KFR, Tarif, 我 们 有 7 二 (一?)”(mod p), Ger 
r 为 三 a(mod p) RE, M -r 的 最 小 剩余 (modp) 也 是 它 的 
解 ， 因 此 , 若 > 是 一 解 , 则 2 一 r 也 是 一 解 . 
定理 1 假定 2 为 奇 素数 , Apta, N x? 二 a(mod wp) 愉 有 
两 解 或 无 解 . 
证 明 ”假定 此 同 余 式 有 一 个 解 ， 称 为 7, 则 2 一 7 也 为 一 
解 , 且 它 不 同 于 7, (因为 车 7 三 p 一 ?+(modw), 则 27 三 0(modp); 
由 于 (2, 2) =1, 我 们 得 7 三 0(mod p), 但 这 是 不 可 能 的 .) 又 
若 s 为 任 一 和 解 , N r =s modp), 因此 , pj (7 一 8) (7 十 8). 于 
mn 
p| (7 一 ?9) R p| (7 二 8). 
在 第 一 种 情况 下 ,，s 三 7(mod p); 在 第 二 种 情况 下 , s=p-r 
(mod p). 由 于 s ?和 wp 一 7? 全 为 最 小 剩余 ， 我 们 有 ss=7 或 
3 一 PD 一 ?7， 因 此 , r Son EEN E DUR ` 
若 模 不 是 素数 , 这 一 定理 未 必 成 立 ， 例 如 , ?二 1(mod 8) 
有 4 个 解 . 
【练习 4] Æ p>3, 2 二 4(mod wp) 的 两 个 解 是 什么 ? 
由 定理 工 可 得 ， 若 4 在 整数 1,，2, …, p 一 1 中 挑选 ， 则 
2 二 a(mod p) 对 于 4 的 (p 一 1) /2 个 值 有 两 解 , 对 于 a 的 其 余 
(wp 一 1)/2 个 值 无 解 . 例 如, s =a(mod 7) 对 4=1, 2, 4 有 两 


解 , 对 4=3, 5, 6 无 解 , 这 从 下 天 也 可 看 出 ; 
£ 1 2 3456 
(mod D 1 4 2 2 4 1, 
【练习 5】 对 于 & 的 哪些 值 ,， x? 二 a(mod 11) 有 两 解 ? 
要 是 能 将 这 两 组 值 区 分 开 来 就 好 了 .为 了 做 到 这 一 e 
我 们 将 在 本 节 中 推导 欧 拉 准则 : 
定理 2 奋 2 为 奇 素数 , 且 P+, 则 ?二 a(mod p) A ER 
无 解 取 决 于 
Cg 2 或 一 1(mod7D). 
首先 , 我 们 引进 几 个 新 名 称 ， 若 二 a (mod m) A, W 
a 称 为 一 个 二 次 剩余 (mod mi, 车 此 同 余 式 无 解 , M a 称 为 一 
个 二 次 非 剩余 mod m). 还 有 三 次 剩余 、 四 次 剩余 等 等 ， 在 
不 致 发 生 混 淆 时 , 我 们 将 把 二 次 这 一 BRER, 傈 短 地 称 
“剩余 或 非 剩 余 
欧 拉 准 则 利用 原 根 容易 推 得 
定理 2 的 证 明 设 g 为 奇 素数 p 的 一 个 原 根 , 则 对 某 用 
4 a=g" (mod p). Æ k ABER, W 2 二 a (mod p) 便 有 一 解 ， 
即 为 9 的 最 小 剩余 ; 又 由 费 马 定理 ， 
， Ve E (of IIe (gP =I (mod p), 
F k JAR, W 
00 = (gP) t= ( —1)*= —1 (mod p), 
=a(mod 0) 就 没有 解 ， 因 为 若 它 有 一 解 ， 比 方 说 >， 我 们 会 
有 
Laf Les (rä A äs Oft Se — 1(mod p), 
这 是 不 可 能 的 . z 
作为 应 用 这 个 准则 的 一 例 ， 让 我 们 看 一 看 性 = (mod 31) 
是 否 有 解 ， 我 们 应 算出 7 ?3=7*, 并 看 看 它 除 以 31 所 得 
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之 余数 当然, 我 们 不 必 实 际 地 去 做 此 除法 :我 们 有 
7 =49=18(mod 31), 
两 边 平 方 , 我 们 得 
7*=18*=824==14 (mod 81), 
T"=14°=196=10(mod 31), 
VRE Tt=10°=100=7(mod 31), 
因 7 与 31 互 素 ， 我 们 可 用 ” 除 最 后 一 个 同 余 式 而 得 T=] 
(mod 31). 因此 根据 欧 拉 准则 可 得 =T (mod 31) 有 解 . 
虽然 欧 拉 准则 能 告诉 我 们 2 三 a(mod 2) 何 时 有 解 , 但 它 
并 未 给 出 实际 求解 的 方法 , 当然 ,可 以 令 z=1, 2, 3, Le 逐 
一 依次 代入 , 直到 求 得 解 为 止 , 但 这 一 做 法 需 长 繁 珊 ， 有 时 ， 
和 的 人 并 将 平方 因 
子 析 出 .例如 ， 三 7(mod 31), 我 们 已 经 知道 它 是 We 
的 , 重复 地 加 上 M 我 们 有 
Sen Oe ET roud 31), 
我 们 立即 可 知 ， 当 w=10 或 一 10 时, 同 余 式 得 到 满足 ， 故 10 
和 21 网 是 它 的 两 个 解 ， 此 倒 比 较 容 易 ， 一 个 更 典型 的 例子 
Æ: x 圭 41(mod 61)， 使 用 欧 拉 准 则 知 有 解 存 在 ， 我 们 有 
v’ =41=102=163=224=4?.14(mod 61), 


故 (£/4)?=14=175=5?.8 (mod 61). 
Ke, (2/4:5)?=3=64=8?(mod 61), 
以 及 dis (4.5.8)?=160=88?(mod 61). 


因此 , s= +38 (mod 61), 从 而 两 个 解 为 838 和 23， 使 用 这 一 
方法 , 经 过 或 多 或 少 的 计算 , 总 能 求 出 其 解 . 

【练习 6] 求人 三 8(mod 31) 之 解 . 

欧 拉 准则 用 起 来 有 时 非常 麻烦 ， 其 至 对 于 数字 较 小 的 一 
些 同 余 式 , 如 必 二 320(mod 8191), 也 是 如 此 ， 现 在 我 们 提出 
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一 种 方法 , 它 能 决定 一 个 整数 何 时 为 二 次 剩余 (mod p). 这 一 
方法 用 起 来 比较 容易 , 即使 有 关 的 数 是 3201 和 8191 时 , 也 是 
如 此 ， 该 方法 的 基础 是 有 名 的 二 次 互 反 性 定理 ， 这 一 定理 我 
们 将 要 用 到 , 而 且 它 还 有 许多 其 它 的 应 用 . | 

首先 我 们 介绍 一 种 记号 ， 以 简化 “22 三 c(mod p) 有 解 ” 这 
一 较 长 的 说 法 ， 我 们 定义 勒 让 德 (Legendre) 记 号 (4/p) 如下: 
设 p 为 奇 素数 , 且 pt+a, 则 

(a/o) d L 当 c 是 二 次 剩余 (mod op 
一 1， 当 4 是 二 次 非 剩 余 (mod p) 时 . 
例如 , (3/5) =—1, 因为 x2? 二 3(mod DIER, (/5)=1, 因为 
1 是 二 次 剩余 (mod5).(7/15) 和 (91/7) 则 都 没有 意义 , 这 是 因 
为 , 在 第 一 个 记号 中 , 15 不 是 奇 素数 , 在 第 二 个 记号 中 ,7|91. 

(3 7] (1/8),(1/7), (1/11) 各 是 Ir: A? 一 般 地 ， 
(1/pD) 是 什么 ?~ 

【练习 8) (4/ 本 是 什么 2(4/ 人 是 什么 。 当 Ar 
数 时 ,4/p) 是 什么 ? 

【练习 9] ( 选 做 ) ”由 前 两 个 练习 推出 一 个 定理 . 

要 知道 22?==8201(mod 8191) 是 否 有 解 ， 我 们 可 计算 
(3201/8191)， 为 此 , 我 们 需要 一 些 如 何 运 用 勒 让 德 记号 的 规 
则 ， 我 们 先 介绍 三 条 简单 而 重要 的 性 质 . 

定理 38 勤 让 德 记号 具有 下 列 性 质 ; 

(A) ZS a=b(mod p), W (a/p) = (b/p); 

(B) Æ pra, W (a/p) =1; 

(0) È pta, prb, W Cab/p) = a/p) (hiet. 

在 上 述 性 质 以 及 本 节 的 以 下 全 部 内 容 中 , 我 们 约定 ， p 和 
? 代表 奇 素数 ， 而 且 勒 让 德 记号 中 的 第 一 个 数 都 不 是 第 二 个 
数 的 倍数 ， 有 了 这 些 规 定 ， 所 有 惑 让 德 记 号 就 都 有 确定 的 意 
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定理 3 的 证 明 (A): 设 z2?=a(mod p) Sp Zoch 
(mod p), W] 2 三 6 (mod p 有 解 , 且 解 相同 ， 这 就 说 明了 
(4) r (a/p) =1, a=b (mod p), M (b/p) =1, 
【人 练习 10】 验证 下 列 结论 : 
5) 着 (48/p)= 一 1, a=b(mod p), W (b/p) = 一 工 . 
(4) 和 (5) 合 在 一 起 , 就 说 明了 (A) 是 正确 的 . 
(B): BA, s =a? (mod p) 具有 一 解 ， 它 就 是 4 的 最 小 
剩余 (mod p). 
LU), 勒 让 德 记号 这 一 性 质 , 再 加 上 二 次 互 反 性 定理 , 使 
得 这 种 记号 在 计算 中 非 第 有 用 ， 人 性质 (0) 用 普通 语言 说 起 来 
就 是 : 两 个 剩余 的 乘积 是 一 剩余 , 两 个 非 剩余 的 滋 积 也 是 一 剩 
余 , 一 个 剩余 和 一 个 非 剩余 的 乘积 是 一 非 剩余 , 为 了 证 明 (O)， 
我 们 要 用 欧 拉 准 刚 ， 用 勒 让 德 记号 来 说 , 它 就 是 
1， 车 a?-22=1]1(mod p), 
(a/p) = | 一 大 ao- 研一 Tood >. 
ki TF PR T 出 现 的 情况 , 我 们 看 到 
(6) (a/p) =a”? (mod p). 
所 以 ,由 (6) 以 及 (wy)" 三 wy"(mod p), RNA 
(ab/p) = (ab) P82 = qg D/P 1)/3 
= (a/p) (0/p) mod p), 
(0) 我 们 还 未 证 完 , 我 们 只 证 明了 
(ab/p) = (a/p) 0/P) mod p). 
但 此 同 余 式 左 闪 只 能 是 1 或 一 1, Gg FE KERA p 
要 同 余 , 只 有 它们 相等 才 行 , 我 们 就 证 得 了 (GO)， 
我 们 也 可 用 (6) 来 简捷 地 证 明 (A) 与 (B)， 例如 ， 要 证 明 
(B), 由 (6) 和 费 马 定理 ,我们 有 


(@/p)= (ofge of 1=1(mod p). 

由 于 (e323/p) 只 能 是 1 或 一 1, h ERI a/p) =L, 

【练习 11] 借助 于 (6) 证 明 (A)， 

【练习 12】 证 明 ， 对 一 切 a 和 wn, 有 (4a/p) = (a/p). 

【练习 18】 利用 (A) 和 () 计 算 (19/ 的 和 (一 9/13)， 

二 次 互 反 性 定理 将 告诉 我 们 (2/9) 和 (9/p) 间 有 什么 关 
K. 在 它 首 次 为 高 斯 (Gauss) 证 明 以 前 很 久 , 欧 拉 就 已 经 猜 到 
了 它 ， 后 来 高 斯 又 给 出 了 好 几 种 证 法 .一些 深刻 而 又 重要 的 
结论 是 通过 观察 而 得 出 的 ， 二 次 互 反 性 定理 即 为 一 例 ， 考 虑 
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5 7 11 13 17 J189 23 
3—1 1—i 1—1 了 一 


5 ~] -ii 1 —1 

7 1 —1 —ł —1 1 

KN -1] —] —ł 一 

13 1—1 1 

17 1 —1 

19 1 
(p/q) 


5 ji i 一 —i 1 —1 

al: -1 -1 ~] 1-1 

11 — ll 1 1 

13 1 一 1 

17 1 -1 

19 一 工 
(g/p) 


根据 观察 你 能 看 出 (2/e) 与 (9/O) 间 的 关系 吗 ? 要 有 把 握 地 作 
出 任何 猜想 , 这 两 张 表 也 许 太 小 了 ， 不 过 , 仍 可 注意 到 ， 两 表 
中 , 相应 于 p=5, 13, 17 的 各 列 是 分 别 相同 的 , 相应 于 这 三 个 
数 的 各 行 也 分 别 相 同 ，5, 13, 17 这 三 个 数 的 性 质 是 ,它们 都 
与 工 同 余 (mod 4), 29 以 内 的 其 它 素 数 却 没 有 这 一 性 质 ， 根 
据 这 一 点 , 我 们 可 以 作出 下 列 正确 的 猜测 . 

若 p 和 9 中 有 一 数 与 1 同 余 (mod 4), WC = a/p). 
表 中 不 合 这 一 规则 的 那些 数 从 一 表 跑 到 另 一 表 时 ， 要 改变 符 
号 , 这 一 情况 可 用 下 列 假设 来 解释 : 

tr pAg 55 3 ER (mod 4), WCD =- a/p. F 
XE, 上 述 两 个 猜测 是 普遍 成 立 的 , 它们 构成 了 如 下 定理 . 

定理 生 (\ 一 次 互 反 性 定理 ) 设 w 和 9 为 奇 素数 , 若 Pp 寺 9 
=8(mod 4), 则 (p/9) = 一 (9/P), 否则 ,有 (p/9) = (9/7p). 

我 们 将 这 一 定理 放 到 下 节 去 证 明 ， 但 是 ， 尽 管 未 证 ， 我 
们 仍 将 训 不 犹豫 地 应 用 这 一 定理 ， 假 定 我 们 要 知道 = 
85 (mod ID ERAR, 也 就 是 要 计算 (85/97)， 用 定理 gu 
H 4, 我 们 就 能 将 计算 进行 到 底 . 根据 定理 3 性 质 (0), 我 们 有 
(T) (85/97) = (175/97) = (17/9 5/9). 
我 们 将 C 中 两 个 因子 分 开 进 行 计算 ， 因 97 寺 1Qmod 4) GE 
有 17 圭 1(mod 4)), 二 次 互 反 性 定理 说 明 ， 

(17/97) = (97/17). 
定理 3 性 质 (A) 说 明 ， 
(97/17) = 2/17). 


而 
(12/17) = (43/17) = (4/17) (3/17) GRE) 
= (3/17) (根据 (B)) 
= (17/3) (根据 定理 4) 


= (2/3) 根据 AD- 
=>, O RER) 
另 一 个 因子 要 简单 些 ; 
(5/97)= 二 《97/5) “(根据 定理 4) 
”= 二 (2/5) “(根据 (A)) 
一 一 十 . (根据 观察 ) 
将 这 些 计算 结 HRR E CO, 我 们 得 
(85/97) = (17/97) (5/9 = (—1) (— 1) = =1; 
因此 , 原则 余 式 有 解 . 若 完 利用 性 质 (A)， 我 们 也 可 道 过 为 一 
途径 算出 《85/97). 
(85/97) = (— 12/97) = (— 1/97) (4/97) (8/97) 
= = (1/9 (3/97). 
我 们 知 (8/97) = (97/3) = (1/3) = =], 
me (85/97) = R 1/97); MERRE T (- 1797)， 也 就 能 得 
(85/97).. 
如 果 你 考察 了 关 于 勤 让 德 记号 的 许多 便 子 , 就 会 明白 , 为 
了 应 用 定理 3 和 定理 4 来 计算 任 一 勒 让 德 记号 的 值 ; Den 
志 ( 一 1/P9) 和 (2/P) 对 于 任意 Pp 其 信和 是 什么 就 够 了 . 很 据 欧 拉 
准则 , 我 们 能 很 快 地 求 得 (一 1/p): 
定理 5 ZS 2 为 奇 素数 , 则 
1， # p=l1(mod 4), 
(-1/p) =} -1, # p=3(mod 4). 
KEZ, -1851 AR mod 多 的 素数 的 一 次 剩余 ， 并 
是 其 它 奇 素 数 的 二 次 非 剩 余 . 
(ERR 欧 拉 准则 称 ， 
(—1/p)=(—1)®- (mod ei, 
由 于 - (p-1)/2 是 偶数 还 是 奇数 取决 于 p 与 1 同 余 还 是 与 3 
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闻 余 (mod 4), 定理 也 就 得 证 ， 
ET 由 于 外 三 1(mod 4), WA 
(—1/97) = 
定理 5 GE 有 时 我 们 可 求 一 1 对 模 p 的 平方 根 , 只 只 . 
要 p=1(mod 4), 一 1 就 有 一 个 平方 根 (mod p). 
【练习 14] 对 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23 中 哪些 素数 ， 
一 上 是 一 个 二 次 剩余 ? 
【练习 15) 计算 (6/7) 和 (2/23)(11/23).- 
要 判定 2 是 否 有 平方 根 (mod p) 却 不 这 么 容易 ， 欧 拉 淮 
UE 
Lin) =2%-?/2(mod p), 
但 是 , HERAA, 20-02 与 工 同 余 (mod 人 ?这 并 不 明 
显 . 我 们 将 在 下 节 将 它们 求 出 . RERNA SEREG: 
定理 6 若 2 为 奇 素 数 , 则 
1, # p=1 或 7(mod 8); 
(2/p) -| —1, Æ oesä 或 5(mod 8), 
定理 6 以 及 从 定理 3 到 定理 5 这 几 个 定理 一 起 ， 使 我 们 
能 算出 任何 勒 让 德 记号 的 值 .例如 ,我 们 可 算出 (3201/8191)， 
计算 过 程 如 下 . 
(8201/8191) = (8/8191) (11/8191) (97/8191), 
(3/8191) = — (8191/3) = — (1/3) = —1, 
(11/8191) = — (8191/11) = — (7/11) 
= (11/7) = (4/7) =1, 
(97/8191) = (8191/97) = (483/97) = (97/43) ` 
= (11/43) = — (48/11) = — (—1/11) =1. 
因此 , 我们 知 (3201/8191) = (一 1) (1) H = 一 1， 考 虑 我 们 刚 
才 计 算 \38201/8f191) 的 工作 量 , 并 考虑 用 尝试 法 决定 x 二 3201 
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(mod 8191) 是 否 有 解 的 工作 量 , 将 两 者 作 一 比较 吧 ， 要 计算 
1?, 2°, --, 40957, 然后 用 8191 逐个 相 除 , 这 绝 非 一 件 轻 而 易 
举 的 事 ， 定 理 3 到 定理 6 至 少 对 这 种 事 来 说 是 一 种 巨大 的 帮 


EI 


J M 


下 列 同 余 式 中 哪些 有 解 ? 
~ (a) x*=7 (mod 53); (b) z=53(mod 7). 


(oi z=14(mod 31); (d) x*==625 (mod 9973), 


. 求 出 题 1 中 有 解 的 那些 同 余 式 的 解 ， 


(a) z?+r+1=0(mod 5): 
(b) z?+xr=0(mod 5): 
(0) g?g —1=0(mod 5), 


(oi z’=l(mod 16) 有 几 个 解 ? 


(bp) 这 与 定理 工 矛 盾 吗 ? 


. 求解 : 


(a) 2z? 十 3x 十 1 三 0(mod 7); 
(b) Aa At Assad 7), 


. 设 1<a<30, 哪些 整数 a 是 二 次 剩余 (mod 211 
. 对 模 23, 计算 ，(a) Dm: (b) mn (e) 4, (d) 59; (e) 221, 


(H 214, 


- HF p=3, 5, 7, 11, 13, 17 中 哪些 数 , = 2 (mod p) ERE? 
-HA @ (33/?1); Œ) 4/71); 


Ce) (35/71); (d) (36/71). 


.计算 : (a) (1234/4567); (b) (4321/4567). 

证 明 : 大 2=9 十 和 (2 和 9 为 奇 素数 ), 则 (p/9) =U), 
证明: EWA k, enk, 则 (3/p) =1 

. £*’=53(mod 97) 有 人 解 妈 ?x 二 97 (mod 53) 呢 9? 

: WH: 定理 6 可 改写 为 
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LA 
CL 


(2/D) = (lun Géi 


. ARANE SE: ZAK ERR Quod p) 的 乘积 是 一 个 非 
剩余 (med p). 两 个 非 测 余 和 一 个 镜 余 的 乘积 是 什么 ? 
. 有 时 ,二 次 互 反 性 定理 可 叙述 如 下 ， 若 和 9 为 奇 素数 ， 则 


CPD/ AGP = Dt 
这 是 否 是 相同 的 定理 呢 ? 


， 甲 说 : “我 打赌 ， 对 茶 一 7, 整除 让 二 14,” 乙 说 :“ 我 来 应 战 ， 谁 


将 获胜 呢 ? 


证明， 大 4 是 一 个 二 次 剩余 (nod p), b= 1 (mod o. DEN 
个 二 次 剩余 (mod p). 

. x? 二 211(mod 159) 有 解 吗 ? 

.推广 题 18 的 结论 ， 找 出 关于 ? 的 条 件 ， 以 保证 ， 当 4 是 二 次 剩余 


(mod p), H ab=r(mod p) 时 , 5 是 二 次 镜 余 Cmod p). 


.假定 p=9+44, JER p T g 为 奇 素数 ,证 明 ; (a/p) = (4/9). 
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812 一 一 次 互 反 性 


本 节 中 ， 我 们 尾 证 明 上 池 叙述 并 使 用 过 . 但 未 加 以 征明 的 
两 个 定理 : 二 次 互 反 性 定理 以 及 用 于 计算 (2/ 季 的 定理 .它们 
的 证 明 , 特别 是 二 次 互 反 性 定理 的 证 明 , 是 不 容易 的 、 下列 结 
采 是 这 两 个 定理 的 基础 , 它 有 时 也 称 为 高 斯 引 理 . 

.定理 1 kp HERA, na HEE 


a, 2a, 3a, +, SC 


的 各 个 最 小 剩余 Cmod p) 中 , 恰 有 yg 个 大 于 (wp 一 1)/3, 则 e= 
a(mod p) 有 解 还 是 无 解 取决 于 9 是 偶数 还 是 奇数 ， 换言之 
(a/pD)=(—1),. 
在 证 明 这 一 定理 以 前 ,我们 取 a- 5 和 p 一 17 来 说 明 这 一 
定理 的 用 法 . Sé (p—1)/2=8, 且 整数 
5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, A0 
的 最 小 剩余 (moa TANA 
= 5, 10, 15, 3, 8, 13, 1, 6, ` 
其 中 有 8 个 大 于 (p 一 1) /2. 定理 工 说 明 ， TET 
(mod 17), 事实 上 也 确 是 如 此 . Di 
O [31] vir. 并 证 明 5*= —1Gnod 17); 8 
验证 定理 1 EDT A h AREER. 
定理 1 的 证 明 Hri, ro, e, Tre 表示 
a, 26, ==, ((n—1)/ DG ` 
EE 1) /2 的 那些 数 ， 又 设 
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So ën ro Be 表示 它们 中 大 于 (wp 一 1)/2 的 那些 数 , 因而 , ktg 
一 《p 一 1)/2， 为 了 证 明 这 一 定理 , 只 需 用 欧 拉 准 则 说 明 
et D/2 = (一 1)? (mod p) 
即 可 , 这 也 就 是 我 们 进而 要 做 的 事 .. (在 前 例 中 , k=, g=3, 
ri 的 集合 为 舍 ， 8，8,， 1, 6), s 的 集合 为 {10，15, 13}, ) 在 此 
例 中 , 以 及 在 一 般 情 况 下 ， 任 意 两 个 六 都 不 会 同 余 (mod p). 
要 是 有 两 个 同 余 , 就 会 有 某 k 和 k 使 
ka=ka(mod p), 0ks (p—1)/2, 
0<k< (p—1)/2. 

HF (a, p)=1, bb, 由 于 园 样 的 原因 ， 任 意 两 个 
s 也 不 同 余 (mod p). ME, 我 们 来 考虑 数 集 : 
(1) Ti, aen, fb P— Si, P— S2, nee P— Sg. 
LRE T, PTER n RWE <n (wp 一 1)/2, 而 此 集合 
一 共有 (Pp 一 1) /2 个 元 素 ， 高 斯 注意 到 ,此 集合 中 各 数 互 不 相 
同 , 这 一 点 我 们 马上 就 要 证 明 ， 因 此 ，(1) 中 所 有 元 素 恰 为 束 
数 | 
(2) 1, 2, =, (p—1)/2 
的 一 个 排列 , 于 是 (1) 中 元 素 的 乘积 与 (2) 中 元 素 的 乘积 相同 . 
据 此 即 可 证 得 定理 . 在 我 们 上 面 考 虚 过 的 例子 中 , 所 有 7 的 
集合 是 {0, 3, 8, 1, 6}, 所 有 (wp 一 8) 的 集合 是 7，2, 4); 这 
两 全 集合 正好 包括 工 到 8 的 所 有 整数 . 

我 们 已 经 知道 ， 这 些 7, 以 及 5 各 自在 它们 内 部 互 不 相 
同 , 所 以 ,为 了 证 明 己 ) 中 元 素 互 不 相同 ， 我 们 只 需 证 明 ， 对 任 
意 4 和 7， 9 去 0 一 5(mod p). BERR i Mj, RIE rn=p 
一 smod p), 则 7 十 $j 三 0(m0d p). XA r:=ta(mod p), s= 
ua (mod p), 其 中 i 和 为 小 于 或 等 于 (wp 一 1)/2 WAER 
数 , 我 们 应 有 


一 104 一 


(t+w)a=0(mod p); 
Wla, p)=1, RIE t+u=0(mod p), 这 不 可 能 ， 因 为 2<t 
+u<p—1. 所 以 (DD 中 各 个 元 素 互 不 相同 ， 因而 是 (2 中 各 个 
元 素 的 一 个 排列 .于 是 ， 
(8) roere p—s) (p—s) (P3) ` 
=].2.....((p—1)/2). 
EE 
故 (3) 变 为 


(4) Tf arrrdrëiäsr eS (— 1)9 = (2 SA (mod p). 


(DR m ra rn Te 3, 3% ce, Su 按 某 一 次 序 恰 为 下 
AEA DR AR mod p): 
a, 2a, +, ((p—1)/2)a, 
因而 来 积 Parat TA: ën -可 a(2a) (8a) ---((p—1)/2)a 同 余 
(mod p). 于是, 由 (4) 得 
we) (ott 
上 式 中 与 Dp 互 素 的 公 因 子 可 以 消去 ,得 
QP D/O — Lige) (mod p). 
MEERE A ERACI, 得 
ao-D/3 关 (一 1)7(mod p). 
但 我 们 知 ，ae- "zs (a/p) (mod p). 将 最 后 这 两 个 同 余 式 合 
在 一 起 , 并 注意 到 , 车 两 数 同 余 (mod p), 它们 就 应 相等 ， 我 们 
(a/p)=(—1), 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 事 . 
【练习 2】 应 用 上 述 定 理 判 定 Aë (mod 21) EBA M? 


现在 我 们 应 用 上 述 定理 来 计算 2 为 任意 奇 素 数 时 的 
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EICH 根据 这 一 定理 ， 我 们 需要 求 出 … 

© E ENEE? - (27>) E 

的 最 小 剩余 (mod p) 中 有 几 个 大 于 ( p 一 1)/2. 由 于 (5) 中 各 
数 已 是 最 小 剩余 , 它们 都 不 大 于 2， 所 以 我 们 只 要 看 看 它们 中 


有 几 个 大 于 (Pp 一 1)/2 即 可 ， 设 第 一 个 大 于 (2 一 1)/2 的 偶数 
SE 则 
—1 1 


(6) pt <24< 一 +2, 
【练习 .3] AARNE RNA g 为 
gier, 


[%3 4] DN g 决定 于 
p- Kai 
ae eg 


【练习 下 《验证 下 表 所 列 各 数 的 正确 性 ; 
p 3 5 7 1l 13 17 19 23 29 
og 1 íi 2 8 8 4 5 6 7 
(— 1)? —1 —1 1 —i —1 í —i 1 一 二 
对 上 表 所 列 各 数 进行 验证 后 , 你 就 会 注意 到 , 对 于 哪些 素 
数 ,，g 是 偶数 ,对 于 哪些 素数 , g 是 奇数 .要 是 还 不 清楚 , 可 假 
定 p=1Cmod 8). WHH k, E p=1+8k, R(p—1)/4=2k, 
因此 , g=2k, g 是 偶数 . 所 以 ,车 p=1(mod 8), 则 (2/p) =1. 
类 似 地 , Zait 有 Pp 二 3 十 85, M (p—1)/4=2k+-1/2, g 是 
奇数 , 因此 , (2/p) = 一 1. 
【练习 6】 RE p=8k-+5 和 2=88 二 7 这 两 种 情况 . 
【练习 7】 我们 不 需要 考虑 p= Sk, 2 p=8k+4, 
p=8k+6, KHA? 
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“于 是 , 我们 证 明了 
. . 定理 2 车 wp 为 奇 素数 , 则 
，” 当 wp 圭 1 或 7(mod 8) 时 ， 
(2/p) -| 一 ] 4 p=3 W 5(mod 8) 时 ， i 
我 们 举 一 个 例子 来 应 用 定理 2， 我 们 要 介绍 并 证 明 一 个 
结果 , EBA AAM, 但 却 逗 人 喜爱 , 也 许 还 使 人 有 点 意外 . 虽 
然 我 们 知道 一 个 数 什么 时 候 有 原 根 存在 ， 但 要 求 出 具体 的 原 
根 , 一 般 说 来 并 非 易 事 ， 例 如 , 2 是 100 以 内 的 素数 3，5, 11， 
13, 19, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 88 的 一 个 原 根 ,但 2 不 是 
100 以 内 其 它 素 数 的 原 根 . 人 们 尚未 证 得 任何 定理 ， 它 能 天 
计 出 以 2 作为 一 个 原 根 的 素数 ， 其 至 还 不 能 证 明 2 Sib? 
个 素数 的 一 个 原 根 ， 但 是 ,我 们 有 
定理 3 各 ?2 和 4 十 { 均 为 素数 , 则 2 是 42p+I1 的 一 个 
证 明 设 9 一 押 +1, 则 g(9) 一 4p， 故 2 的 阶 可 能 为 1 
2, 4, p, 2 或 各 (mod g)， 我 们 要 证 ， 前 五 种 情况 不 可 能 出 
M. REREN, 我 们 有 / 
22 二 2 /3 (3/9g) (mod q), 


1H p EFRA, ik 4p=4(mod 8), q=4p+1=5(mod 8); H 
定理 2 我 们 知道 , 2 是 与 5 同 余 (mod 8) 的 素数 的 一 个 二 次 
JERR, 因此 ， 
22 三 一 TI(mod 8), 

改 2 的 阶 不 是 22， 也 不 可 能 是 22 的 任 一 因子 ， 而 2p 的 因子 
Æ l, 2, an 又 因 2 的 阶 也 不 是 4( 若 2=1(mod g), w 
9115, 就 有 9=5, 这 是 不 可 能 的 ), 故 定理 得 证 . 

”现在 我 们 来 介绍 高 斯 对 二 次 互 反 性 定理 所 作 的 第 三 个 证 
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H, 具有 较 高 数学 修养 的 人 都 会 赞叹 这 种 证 法 之 巧妙 完美 . 它 
的 基础 就 是 高 斯 引 理 (定理 1) 以 及 我 们 现在 即将 证 明 的 下 列 
引 理 . 

引 理工 若 2 和 9 为 不 同 的 奇 素 数 , 则 


0 一 工 g-i 


Aë, 
een e- 


2 2 


记号 [fg9/pj 表 示 不 大 于 fq/2 的 最 大 整数 . 如 对 这 一 记号 
不 大 熟悉 , 可 参阅 附录 二 ， 
【练习 8】 对 p=5 和 9g=7, 验证 引 理 的 正确 性 . 
引 理 1 的 证 明 证 明 的 思想 是 利用 几何 图 形 ， 这 也 是 解 
析 儿 何如 何 能 使 某 些 证 明 出 人 意外 地 简化 的 一 个 例子 . 为 了 
书写 的 方便 , 可 令 
S( p, 0)= S [2 | 


k=1 p 


DW. RITER ur DI 
S(p, DESG, 0 一 (2 一 1 一 二 /4 
在 附录 二 中 提 到 , eg pl EKE 1<x<Rq/w 中 的 整数 个 
数 , 因此 [hq /pj 等 于 位 于 直线 z= 上 上 且 在 直线 y=9qz/p 下方 
以 及 直线 y==1 上 及 其 上 方 的 格 点 数 〈( 格 点 就 是 坐标 为 整数 
oi XF k=l, 2, …,(p 一 1)/2, 看 一 看 附 图 我 们 可 
知 


S(p, ai S (ag 


就 是 在 多 边 形 48CD 内 部 及 其 边界 上 的 格 点 数 . 
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六 一 3 p—ti 
2 d 


同样 我 们 知道 S, 分 是 多 边 形 ADE 内 部 及 其 边界 上 
的 格 点 数 ， 由 于 (9,， 2) =1， 故 在 线段 4 ERARA. 由 此 
可 知 , S(p, 9) 十 S(g, OREL, 1), B, 00 Ehm 
形 内 部 及 其 边界 上 的 格 点 数 。 这 个 数 很 容易 算得 ， 它 等 于 
(《p 一 1) /2 .《(g 一 1)/2), 这 就 证 明了 引 理 . 

定理 二 次 互 反 性 定理 ) 若 2 和 9 为 奇 素数 , W 

(P/9) (q/p) = (~ 1) PPD, 

注意 , 这 与 我 们 在 前 面 对 此 定理 的 提 法 ($ 11 定理 4) 是 等 
价 的 : 若 p=q=8(mod 4), W (p/o) = 一 (gq/p); TW, (p/4) 
二 (9/p)， 这 是 因为 , 除非 p=g=3(mod 4), (p 一 1)(g 一 1)/4 
总 是 偶数 . 

证 明 象 在 证 明 高 斯 引 理 时 那样 , 让 我 们 取 


— Í 
q, 2q, 3q, Trt; "— q 


的 最 小 剩余 mod p); 并 将 它们 分 为 两 类 ， 小 于 或 等 于 
(Pp 一 了 /2 的 那些 数 归 入 一 -类 , 并 记 之 为 
Tis, T2, ***, Tt; 
而 大 于 (2 一 1)/2 的 那些 数 归 入 另 一 类 , 并 记 之 为 
Si, S, ee 8 
因此 , 4 十 9 一 (9 一 1) 2. 高 斯 引 理 的 结论 是 : (9/p) = (一 1)?. 
为 了 书写 方便 , 令 
R=rit rat etr =81 十 82 十 … 十 8y， 
在 证 明 高 斯 引 理 过 程 中 , 说 明 过 下 列 一 些 数 


(T) Tis T2, °t", Tr, Psi PTs tt, p—s 
是 如 下 各 数 的 一 个 排列 ; 
(8) ` Í, 2, aar (p—1)/2, 


因此 , (7) 中 各 数 之 和 与 (8) 中 各 数 之 和 相同 ， 我 们 记得 , 在 高 
斯 引 理 的 证 明 中 ,我 们 曾 取 (7) 中 各 数 之 积 , 并 使 它 与 (8) 中 各 
数 之 积 相等 ， 因 而 ， 这 里 存在 着 证 明定 理 4 的 一 个 可 能 的 出 
发 点 . 高 斯 可 能 就 想 过 : “要 是 我 使 其 和 相等 而 不 是 使 其 积 相 
等 ， 那 么 将 会 发 生 什么 情况 呢 ? ”然后 他 就 作出 了 证 明 ， 不 管 
他 到 底 是 怎样 想 的 ,有 一 点 我 们 应 该 明白 ， 即 证 明 往往 不 是 一 
开始 就 有 的 .根据 大 家 熟悉 的 一 个 公式 ，1 二 3 十 ,…-HL7 一 
n(n 十 1)/2( 其 证 明 见 附录 一 ), (8) 中 各 数 之 和 为 


1/p—i\f n-i AN zë) 
zA (s ) £8 
站) 中 各 数 之 和 为 
Žr p-s) = TEE 
因而 我 们 有 
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T N O. OG 


(9) R=S—gp+(p—1)/8. 
jg(j=1, Heen, 《9 一 1)/2) 的 最 小 剩余 (mod p) 就 是 9 用 Pp 
相 除 所 得 之 余数 ,我们 知道 商 为 [7j9/p1]， 故 当 我 们 用 G KI 
79 的 最 小 剩余 (mod unt, RA ` 

j9= [jg/pptty, $=1, 2, =, (9—1)/2. 


将 这 些 式 子 关于 相 加 , 我们 得 

nD—1)/2 Dp—1)/2 ENK, 

"a j- "Si [jg/plp+t "Si ty, 

j=] j=1 | ES 

(p—1)/2 (p—1)/2 © k 0 
RO jp Leiden Ss 
(10) q (p —1)/8=p8(p, 9) + B+ND. 
将 (9) 代 入 此 式 , 我 们 得 


ot UD/8- ptn, q) +28—gp+ (gp—1)/8 或 
GD  (g-D P —1)/8=p(S(p, 9)—9)+28. 
在 (11) 中 ， 左 端 是 偶数 (因为 (2p? 一 1)/8 是 整数 , 9 一 1 RS 
数 ), 28 也 是 偶数 , 因此 , 余下 的 一 项 就 是 偶数 , 故 S(p, 9) 一 g 
也 是 偶数 . 因而” 
(11991. ' 
由 于 (一 14)?==(g/P), 所 以 
(2) (— D0=(—1)= (q/p). 
现在 ,我 们 若 将 2 和 9 交换 一 下 ,再 重复 上 述 论证 (我 们 一 处 
也 未 要 求 9 具 有 Pp 所 没有 的 性 质 ), 可 得 
(13) (1) = ( p/q). 
将 (12) 和 (13) 相 乘 , RMA o 
(1) = ( p/q) (d/p). 
而 由 引 理 1, 我 们 有 
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(Uer ( p/q) (4/p), 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结论 . 


Do 


CC 


~] 


N 
(oi BÆ p> 为 素数 ,证 明 ; A p= RT Cod 12), 0) ~3 是 一 个 


JO. 


ll. 


J M 


EE EE 
. 证 明 3 EEA del 的 所 有 素数 的 一 个 二 次 非 剩余 
. 证明 3 是 大 于 3 的 所 有 莫 森 素数 ( 形 如 2 一 工 的 素数 ) 的 一 个 二 次 


JERR. 


. (ai 证 有 明 ， > msn D Cmod 8), Pi ol (2272—11); 


(bi 求 出 2 一 1 的 一 个 因子 . 


, (a) 车 p 和 9==10p 十 3 均 为 奇 素数 ,证 明 (p/9)= Gi 
Oo 落 pD 和 4=10p+1L 均 为 奇 素 数 ,证 明 (P/g) = (一 1/p). 
(an 哪些 素数 可 以 整除 某 个 72 二 1 


(D) 哪些 奇 索 数 可 以 整除 某 个 ?2 十 29 
(c) 哪些 奇 素 数 可 以 整除 某 个 n tnt 


(2) H: A p=3mod 4), 且 4 为 一 个 SE (med oi, Mj 


p 一 4 就 是 一 个 二 次 非 剩 余 Cmod p); 
GEET 人 ,相应 地 应 有 什么 结论 ? 
ti p>3, 证 明 2 整除 它 的 所 有 二 次 剩余 之 和 ， 


TAER mod p); t p=5 或 11(mod 12), 刚 一 3 是 一 个 二 次 非 
剩余 (mod p); z 
(b) 假定 2 为 奇 素数 , oi", H pha, 又 假定 =a (mod p) 有 一 
HEr, Wë 
Lë) (22 二 27 十 ?2 二 0O(mod p), 

证 明 . w HH p=] 或 1 T (mod 12) if, eiert okee DHA 
有 两 个 不 同 于 7 的 解 ; 
Lo) £ p>5, 证 明 : 不 同 的 非 零 三 次 剩余 mod p) 的 个 数 为 p 一 1 
CE p=5 W il(mod 13)) 或 (2 一 也 /3( 若 5=1L 或 了 (mod 12)). 
A 2 为 奇 素数 ,计算 

(d-2/p)} + (2:3/p) + + Cp- 2)(p—1)/p). 
WEH: # p=1(mod 4), 则 x? 二 一 1Cmod p) 有 一 解 等 于 (Cp 一 1)/ 
2) ! 的 最 小 剩余 God p), 
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= 一 一 a.. 


$ 13 ”用 不 同 的 基 表 示 的 数 


发 明 我 们 熟悉 的 书写 整数 的 记号 ， 是 人 类 智慧 的 一 大 创 
造 ， 也 是 数学 能 够 产生 的 一 个 条 件 ， 我 们 书写 整数 所 用 的 记 
号 是 位 置 与 数值 的 综合 ,. 不 同 的 位 置 表示 着 10 WR E R 
S äm. 
314, 159 -3.105--1.104 十 4.108 

十 工 10” 十 5.101 二 9.1095 

我 们 没有 理由 认为 革 -- 不 同 于 10 的 整数 就 不 能 用 于 同 祥 的 
目的 , 而 取 10 也 只 不 过 是 出 于 人 体 结构 这 一 偶然 因素 ， 事 实 
土 ,其它 整数 (我们 称 它们 为 基 ) 在 过 去 也 曾 使 用 过 . 3, 000 年 
前 的 巴比伦 人 有 时 就 用 .60 做 基 ， 古 代 马 雅 人 用 20 做 基 ， 今 
K, 计算 机 所 用 的 数 是 以 2,，8 和 16 为 基 来 表示 的 ， 本 节 中 ， 
我 们 要 考察 一 下 不 用 10 作 基 的 整数 ， 

我 们 首先 来 看 一 种 特殊 的 情况 . 

定理 1 每 个 正 整 数 都 可 写 为 2 EE ET 
.例如 ， 22 = 244 22-21 23 =2t-4 2421-20. {H _ 24 = 2? 
十 2 十 23 不 是 正确 的 宕 示 式 , 因为 其 中 2 的 各 个 乘 霖 都 是 相 
同 的 . 

[43 1] #31 A 33 5R 2 AT RRR. 

定理 1 的 证 明 证 明 的 思想 是 . 歌 一 个 正 整 数 % APR 
去 不 大 于 它 的 2 的 最 大 乘 容 , 比方 说 是 2%, 然后 对 n 28 也 这 
ER, 如 此 继续 做 下 去 , 我 们 最 终 定 能 将 ”表示 成 我 们 所 需 的 
形式 ， 说 得 严格 一 点 ,我 们 是 用 归纳 法 证 明 这 个 定理 的 . 
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1 一 2 ，2=2 3= 2 一 2 故 定理 对 二 2, 3 这些 整 数 成 立 
现在 假定 ， 每 个 整数 所 As2 一 二 都 能 写成 3 的 不 同 乘 宕 的 
和 ,我们 要 证 % 也 可 这 样 表 出 ， 我 们 知 , % 一 定位 于 2 的 某 两 
TNS Tel, 也 有 即 在 在 一 个 整数 +， 使 
(1) Karte 

【练习 2】 E n=74, 7 是 什么 数 ? F n=174, r 是 什么 
数 ? z z 

2 的 不 大 于 % 的 最 大 乘 答 是 2， 令 WW=n 一 2 Walen 
一 。 故 归纳 法 假设 告诉 我 们 ， 它 可 以 写 为 2 的 不 同 习 窒 之 
ai. 

og — CL est, E Oen, 
REPE i, Wete HFN =n 一 2', 我 们 有 
(2) 2 
MAn 说 号 成 了 2 的 乘 攻 之 和 。 要 完成 证 明 ， 我 们 还 需 说 明 ， 
T j e, 62, t, es 中 任 一 数 都 不 相同 . 
【练习 3】 这 是 为 什么 ? 

我 们 现在 证 明 , 表示 式 (2) 是 唯一 的 

ES? 每 一 正 整 数 可 以 唯一 地 写 为 2 的 不 同 乘 寡 之 
SI. 

证 明 假定 % 写 为 2 IHR RES AE A 
我 们 要 证 明 这 两 个 表示 式 实际 上 是 相同 的 ， 为 了 使 记号 不 那 
LRE, RIER, 任何 2 的 不 同 乘 宕 之 和 都 可 写成 如 下 的 
ÉA: H 
(3) dot di 2+ da2” + EE EN 
Hk ARREA, 且 对 每 一 名 有 dd 一 0 或 1， 反 过 来 , 每 个 这 
样 的 和 都 是 2 的 不 同 乘 短 之 和 .因此 ,将 % 写 成 (2) 的 形式 或 
《8) 的 形式 并 不 重要 , 但 (8) 有 它 的 优点 , 它 的 各 个 宕 指数 由 小 
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到 大 依次 排列 , 故 不 必 再 配 上 足 标 . 着 咋 有 两 各 表示， BN 
(4)  n=dot di2 4da 2? 4+ -4 -t-dg 2 
一 B60 十 e122 十 C62: Lee eps 2, 
其 中 对 每 一 如 有 一 0 或 1, 6 二 0 或 1， (GES, 我 们 假定 
了 两 个 表示 式 的 项 数 相同 , 这 并 不 失去 一 般 性 , 若 一 个 表示 式 
比 另 一 个 表示 式 来 得 长 ， 那 么 我 们 可 在 较 短 的 那个 表示 式 中 
加 入 一 些 等 于 零 的 项 使 它们 一 样 长 .) 从 ( 久 的 第 一 个 表示 式 
中 减 去 第 二 个 表示 式 , 得 
(5) 0= (do—e0) + (di~ 61) 2 十 (da 一 ea。22 十 … 
+ (dy— er) t2". 
因此 , 2| (do 一 eo). 但 因 do 和 eo SR O E 1, bé 
—1]<do—eo 志 1, 

而 2 在 这 一 范围 内 的 倍数 只 有 0, 放 d0=eo， 因 此 (5) 中 第 一 
项 消失 , 我 们 可 用 2 去 除 留 下 的 两 端 ,得 
(6) 0= (dı — e1) + (da — e2) Hee (di — ep) e 27t, 
忆 前 面 同 样 的 论证 可 以 说 明 , de Æ (6) HEN de, 
用 2 相 除 , 再 次 使 用 与 上 述 同样 的 论证 , 我 们 得 Qs 一 e2， 如 此 
l 继续 下 去 ， 可 得 da 一 es 一 只 一 6 一 ， "dere 从 而 (4) 中 
两 个 表示 式 相同 . 

定理 1 和 定理 2 说明， 每 一 % 恰 有 -各 方式 写成 如 下 的 
形式 ; 
(T) dot di 24-d2°2? -+ DEE EEN 
其 中 五 为 某 一 数 ， 每 个 都 是 0 或 1， 这 与 整数 的 普通 十 进 
位 表示 式 相 象 , 而 且 是 如 此 相 象 , 以 致 我 们 可 将 (7) 这 种 形式 
的 数 用 我 们 平常 写 整数 的 同一 格式 写 出 ， 由 于 决定 着 多 的 值 
”的 是 数列 do, dy ©, de 而 (7) 中 都 些 2 的 乘 窒 和 加 号 却 并 
不 重要 , 因此 我 们 可 将 表示 式 (7) 写成 / 
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(8) (Qed HEEM 
并 称 这 个 整数 已 用 基 2 写 出 ， 是 标 2 RERIN d DEARA 
例如 ， 
1010012: 一 上 二 02 二 0.2” 十 1 2 十 0。 2 十 1 KE 
=1+8+32=41, oo 
TES- HH, WA 
94=64+16+84-4+2 o 
= 1.284-02- 1214+12 +1.27- 1.2+4-0.20 
= {011110,, 
[练习 4] 计算 1001, 111, 1000900,, 
【练习 D] 将 2, 20, 200 用 基 2 写 出 ， 
我 们 知道 , 每 个 整数 可 唯一 地 表示 为 如 下 形式 : 
do 十 Qi LU -Lgtae lU Le d;* 10*, 
Hh k AEk, HO-d-10 i=0, 1 +, k. MERIME 
理 2 说 明 ， ENERET HERTAN FER, 
Qo 二 di*2 二 do*22 十 .… 十 dy*2 
其 中 天 为 基数 , 且 0<qdi<2, Acal Wi 对 2 和 10 我 们 
能 做 到 的 事 , 对 其 它 :天 于 工 的 整数 , 我 们 也 应 能 够 做 到 事实 
E, 我 们 可 以 证 明 下 列 定理 : 
定理 3 Rb 为 任 一 整数 ( 称 为 基 )， 任 一 正 整数 可 唯 
一 地 用 基 2 来 表示 , 即 可 写 为 如 下 的 形式 . 
(9) GET ET OT ET: GL t+ dgb", 
SEKR H O<di <d, i=0, Lon, k. 
证 明 ”我 们 将 痛 先 证 明 , 每 一 整数 都 有 这 样 一 个 表示 式 ， 
然后 证 明 ， 这 种 表示 式 是 唯一 的 ， 为 了 证 明 存 在 着 一 个 表示 
式 , 我 们 本 来 只 要 将 定理 1 的 证 明 作 相 应 修改 即 可 , 但 我 们 在 


这 里 介绍 为 一 证 法 ( 它 也 适用 于 定理 1), 它 还 能 给 出 % 以 2 
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为 基 时 的 各 位 数字 来 . 用 2 除 ” 除法 算式 给 出 
n= qb -do Sdo <b. 
可 再 用 5 ERK, 得 
gq1= ga Lu, Sdi CD, 
如 此 继续 下 去 , 得 
Ia 一 030 十 0o2，0 委 Qw 一 0， 
qs3=09s40 +ds, O<dz <b, 
等 等 。 因 n>g1>gs>>qs>>…, BEA q 非 负 , 这些 q 组 成 的 
序列 述 星 终 将 中 汤 ， 也 就 是 说 GUTE 使 
d'kaälk b + dr, AEN: E 
然而 , 这 样 就 有 
n= do +t 910 =d+ (dt 90)0=d0t A + qb? 
= do + dab + (d2 + g0) b? =do t+ di0 + dob? + qb? 
=.= dot dib + dd? gD 
= do + db + db? + ++ + dgb", 
. RREKRKZ ERA. 
要 证 明 这 种 表示 式 是 唯一 的 ， 可 用 证 明定 理 2 时 所 用 的 
BEA, BRE n ANEI: 
n = do-t dib + dab? + + do* 
= leo F £10 + 22b? ies Lef, 
Frk k HER, BX F i= 0, 1, =, k, 有 
(10) O<d <b, Kad, 
(正如 定理 2 中 说 过 的 那样 , 假定 这 两 种 表示 式 的 项 数 相同 并 
不 失去 一 般 性 .,) 将 一 个 表示 式 从 男 一 个 中 减 去 , 得 
0= (do—20)+ (di—enb 
+ (do—e2)0 +- (dp— er) 0". 
我 们 知 , b| (do 一 eo)， 由 (10) 可 得 do 二 ev. 


— 117 一 


【练习 6】 完成 这 一 定理 的 证 明 . 
为 简便 起 见 , 我 们 可 以 这 样 写 : 
0 十 Qi 十 十 太史 二 (0 As station, 
例如 , 1117==1+1.7 十 1.72 一 5710，( 当 5 一 10 时 , 我 们 通常 将 
足 标 省 去 ， 除 非 另 有 说 明 , 没有 足 标的 整数 就 是 以 10 为 基 写 
出 的 .) 
为 了 求 出 一 个 十 进位 数 用 5 做 基 时 的 表示 式 ， 最 好 是 用 
”定理 3 的 证 明 中 所 用 的 格式 ， 例 如 ， 要 将 31415 以 8 为 基 写 
H, 我 们 可 重复 地 用 8 相 除 : 
31415 =8.3926+ 7, 
3926 = 8-4906, 
490 =8-61 +2, 
61=8.7+b, 
7 一 8.0 十 7， 
He, 38141510 =75267;. (验算 . 75267s 一 7-+-6.8 十 2.82 填 BD.85 
+7.84 一 7 十 48 十 128 十 2560 +28762= 31415, ) 
为 了 算 起 来 方便 些 , 可 将 除法 换 一 种 格式 排 起 来 ， 例 如 ， 
我 们 有 314151 = 1604067; 


商 余数 
7)31415 
4487 
641 
91 


pk 
G3 
m D O A O D 
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- mæ? 


” A4 8 F 


J 题 


0 


10 


10 


i 
{2 


13 
14 


， 以 王 列 数 为 基 写 出 1492;，(a) 2; (pb) 3; (e) 7; (d) 9; (e) 1, 


1 
2. 计算 : (a) 3141s; (b) Alle (e) 31417; (A) 3141,. 
3. Eise (a) 1234= xs; (b) 2345= äer (c) 123,=1002,. 
4. 验证 在 下 列 以 7 为 基 的 加 法 表 中 列 出 的 数 是 正确 的 ， 并 完成 此 表 ， 

+| 1 2 3 4 5 

1j 2 3 4 5 6 

2j; 3 4 5 6 10 

3| 4 5 6 10 1 

4| 5 6 10 11 12 

5 

6 

10 


5， 验 证 在 下 列 以 7 为 基 的 乘法 表 中 列 出 的 数 是 正确 的 ， 并 完成 此 表 ， 


2 3 4 5 6 


2 4 6 1l 13 18 
3 6 12 15 21 24 
f IT 15 22 26 33 


6. 本 题 中 所 有 数 均 以 7 为 基 , 计算 , 


10 


20 
30 
40 


(a) 15424+33:; (b) 314+152 265 +351: 


(c) 42:12; (d) 314-152, 
7， 将 下 列 各 数 写成 十 进位 分 数 : 


(a) (.25)7; (b) 〔.333…)7 (e) (545454 H (C. didada: )a 的 


GE EE EEN 
8. b 为 哪些 数 时 ,Title 可 被 5 et 
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10. 


li. 


EI 


。 (a) PERH. 1237, 1327, 3127, 2217, SA 213- HNB Z 


人) 证明， 以 7 为 基 时 ,一 个 整数 是 偶数 的 充 要 条 件 是 它 的 各 位 
数字 之 和 为 偶数 ; 

Gen 以 哪些 数 为 基 时 ， 下 列 结 论 成 立 : 车 一 个 整数 为 介 数 , 则 以 它 
的 各 位 数字 所 作 时 任 一 一 排列 也 是 偶数 ? 

(a) 证 明 ，121s 二 4， 121;=57, 121s=6°; 

(b) 猜想 并 证 明 一 个 定理 ; 

(en 以 10 为 基 , 计算 169 的 值 C> 10). 

gajb WERS, Ja? BERENE 尾 , 100 必定 D T ër 
个 零 结尾 ， 由 此 , 对 非 零 整数 , nien 100 =a, CA, 
10: 是 无 理 数 ， 

(a) HRE IDO 不 是 一 个 平方 数 ) 入 基因 修改 上 述 论 证 ， 以 说 
明 51 是 元 理 数 ; 

(b) 用 同样 的 论证 说 明 如 “8 不 是 一 个 mw 次 窒 , m=3, 4,…") SÉ 
无 理 数 . 


表 1 表 2 A 4 
1 9 17 235 2 10 18 26 4 12 20 28 
3 1L 19 27 3 11 19 27 5 13 21 29 
5 13 21 29 6 14 22 30 6 14 22 30 
7 15 23 31 7 15 23 31 7 15 23 31 
8 表 16 


12 24 28 16 20 24 28 

9 13 25 29 17 21 25 29 
10 14 26 30 18 22 26 30 
11 15 27 31 19 23 27 31 


从 工 到 31 中 任 取 一 数 ， 看 一 看 它 在 哪些 表 上 出 现 , 如 果 父 把 有 此 
数 出 现 的 那些 表 的 表 号 ( 即 卫 2, 4, 8 或 16) 相 加 ， 就 会 得 到 你 所 
取 的 那个 数 ， 这 一 戏法 的 诀窍 在 哪儿 ? 
. 证 了 明 : 每 个 正 整 数 均 可 唯一 地 写 为 如 下 的 形式 : 

1 一 6 十 3e1 十 Ieg + Zeit äer 
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14. 


16. 


其 中 因为 基 sH, a=, 0 或 1, i=0, 1, 

一 个 古怪 的 人 答应 赠送 100, 000 元 ， eens, IRC Se 
分 出 的 每 份 赠 款 包含 的 元 数 都 是 3 pas, Hang ER 
DI ET Eer 


, 《8) 证 明 : 每 个 正 奇 数 都 可 以 表 为 如 下 的 形式 ， 


n=do +d 2 GEET ON 
Hin dl Lief, 1, … k, 但 这 种 表示 式 不 是 唯一 的 ; 
(o FRAZER, 第 一 局 赌注 是 1 元 ,第 二 局 是 2 元 ,如 此 等 等 , 每 
局 赌注 都 是 前 一 局 的 2 倍 ， 赌 了 8 局 后 , 甲 顾 得 31 元; (DS TS 
几 局 ? | : 
如 果 一 个 天 平 的 两 个 盘子 上 均 人 允许 放置 硅 码 , 为 了 称 出 重量 为 1 
Lë, In ;100 磅 的 物件 ,需要 的 夸 码 的 最 小 个 数 是 多 少 ? 
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$14 十 二 进位 数 


本 节 中 , 我们 要 详细 研究 一 下 十 二 进位 数 的 算术 ， 为 此 ， 
我 们 要 在 一 种 队 生 的 结构 中 重新 考察 大 家 熟悉 的 加 减 来 际 四 
则 运算 , 你 做 完 本 节 中 的 练习 后 ， 就 会 体会 到 , 对 于 十 进位 数 
的 计算 , 你 在 实际 上 已 经 是 多 么 熟练 ,而 要 学 会 迅速 地 进行 算 
ALR, 该 要 付出 多 么 艰巨 的 劳动 ! 要 进行 练习 , 除了 可 用 12 
做 革 外 ， 用 其 它 的 基 也 是 可 以 的 , 但 对 算术 中 的 某 些 内 容 ( 特 
别 是 小 数 )， 用 12 做 基 要 比 用 10 做 基 更 好 些 ， 此 外 , 在 日 种 
生活 中 也 可 磁 到 许 许 多 多 的 “12 : 物品 用 打 "(12 个 ) 利 
“ 黎 2 打 ) 来 计数 , 一 年 中 有 12 个 月 ,一 英尺 有 12 英寸 ,一周 
是 12 AREE, 一 天 是 两 个 12 小 时 ,一 个 圆周 角 是 三 十 个 
12 度 ， 存在 着 那么 多 的 “12 ， 其 原因 在 于 : 12 很 容易 地 可 
被 3 和 4 和 6 整除 , 而 我 们 对 这 类 除法 的 需要 ， 比 对 用 5 去 除 
什么 数 的 需要 更 为 经 党 些 ， 用 十 进 制 计数 实在 是 一 种 令 人 遗 
憾 的 偶然 性 结果 ; 要 是 我 们 每 只 手 有 六 个 手指 的 话 , 这 个 世界 
将 会 变 得 多 么 有 条 不 京 啊 ! 尽管 用 十 二 进 制 计数 的 优越 性 十 
分 明显 , 但 因为 我 们 每 只 手 没 有 六 个 手指 , 看 来 我 们 永远 也 不 
会 抛 草 用 十 进 制 计数 的 做 法 了 .不 过 , 仍 有 一 个 “美国 十 二 进 
制 学 会 在 作 十 二 进 制 的 推广 工作 . 

为 了 用 十 二 进 制 计数 ， 我 们 需要 两 个 新 的 数字 来 代表 
101o A Ilio ZEF, 从 现在 开始 ,对 足 标 若 未 男 加 说 明 , 所 
有 的 数 都 是 十 二 进位 数 , 即 以 12 为 基 写 出 的 数 ， 十 二 进位 数 
专家 们 为 1901 和 11 已 经 定 下 的 记号 看 来 是 希腊 字母 x 和 
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e, HERRI A” (deo) MJE” (D, 因此 , 用 十 二 进 制 计 数 
时 , 有 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, z, e, 10, 

11, ..., 1x, 1e, 20, =, 80, +, 40, 

se. z0, +, 80, =., 100, =, 

用 十 二 进位 数 还 需要 一 些 名 称 .“ 十 二 进 制 学 会 ”主张 用 
“HRR 10， 用 “第 ”表示 100， 因 此 ,举例 来 说 ，15 就是“ 打 
五 ”，327 就 是 “三 算 二 打 七 ”该 学 会 还 为 “一 打 ” 的 大 储 数 和 
小 倍数 确定 了 名 称 ,下面 我 们 举例 列 出 一 打 这 样 的 名 称 : 


10 打 (Do) .1 HJT Edo) 
100 4% (Gro) .01 点 和 (Egro) 
1000 ££ (Mo) .001 点 黄 (Emo) 


10, 000 打 英 (Do-mo) .0001 点 打 真 (了 do-mo) 
100, 000 第 英 (Gro-mo) .00001 点 算 英 (Begro-mo) 
1, 000, 000 皮 英 (Bi-mo) ”.000001 点 皮 黄 (ERbi-mo) 
不 巧 得 很 ， 这 些 名 称 听 起 来 倒 很 象 孩子 们 的 呀 呀 学 语 声 . 
(2, 201, 110 这 个 数 读 起 来 就 是 二 皮 莫 ， 二 第 莫 , K, $, 打 ”， 
但 ,37X5 WER 点 三 七 台 五 .) 
十 二 进位 数 的 加 法 不 难 ， 只 要 记 住 ， 每 当 我 们 加 满 _ 打 
时 , 就 要 进 一 ， 下 面 是 关于 6 的 加 法 表 ， 


AL LLED 


mmm, er rd re er Tw hr- — m 


而 这 里 有 几 个 加 法 运算 . 


[ 注 ] 在 十 二 进 制 数 中 引进 的 新 名 称 , B” (dozen) 和“ 第?(gross) 外 ,的 
未 查 到 统一 的 译名 , 这 里 大 部 分 采用 音译 ， 一 一 译 校 省 注 
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5 31 123 YAX 
4 4i 456 EEE 
3 15 789 — xex 
2 H el EXE 


12 94 2036 3996, , 
【练习 1) H4: 9+4, zte, el+le, 1619+37. 
尽管 在 脑子 里 要 记 住 加 法 表 不 太 困难 ， 但 我 们 在 做 乘法 
时 还 需要 一 张 乘 法 表 以 供 查 阅 ， 这 和 我 们 以 前 学 做 以 ZX 为 基 
的 数 的 弱 法 时 情况 一 样 . 
十 二 进位 数 来 法 表 
a .3340556789 x s 10 
4 6 8 z 10 12 14 16 18 lx 20 
6 910 13 16 19 20 23 26 29 30 
8 10 14 18 20 24 28 30 34 38 45 
z 13 18 21 26 2e 34 39 42 47 50 
10 16 20 26 30 36 40 46 50 56 60 
12 19 24 2e 36 41 48 53 5y 65 TO 
14 20 28 34 40 43 54 60 68 74 80 
16 23 30 39 46 53 60 69 76 83 90 
18 26 34 42 50 5y 68 T6 84 92 y0 
Iy 29 38 47 56 65 74 83 92 yl en 


【练习 2】 验证 上 述 汪 法 表 中 关于 二 相 乘 的 部 分 是 正 


pm Ra Down a ao o | 


确 的 . 
借助 此 表 , 做 乘法 应 不 成 问题 ， 例 如 ， 
34 1755 E 
H A EE 
148 — 14262 ge2 
Doo Hei 
x912 


一 124- 一 


【练习 3] 计算 ，14.2，14.3，9.78， 

做 了 足够 数量 的 练习 ， 我 们 整 能 把 乘法 表 记 住 并 学 会 不 
查 表 做 乘法 ; 到 后 来 就 会 全 赁 条 件 反射 得 知 九 乘 九 是 六 打 
九 . 
除法 却 要 困难 一 些 , 即使 有 乘法 表 的 帮助 也 是 如 此 , 这 是 
A RAR TT, En 

了 会 一 服 丰 出 ”63 中 有 多 少 个 x5， 这 需要 多 做 练习 . 

【练习 4】 763 中 有 多 少 个 x6? 


这 里 是 几 个 算 好 的 除法 ; 
5)456| x8 22)456|20 31)4159| 140 
a2 44 31 
36 16 105 
34 104 
2 19 


【练习 5】 计算 1966/6 和 14111/5. 

在 十 二 进位 数 制 中 , 1/3 和 1/6 展开 后 是 有 限 小 数 ，1/3 
-4/10= .4, 1/6=2/10=.2, 这 与 以 x 为 基 的 情况 相 比 ， 是 
一 更 为 可 喜 的 现象 ， 然 而 , 1/5 展开 成 小 数 时 , 却 不 是 有 限 的 
了 : 


Hie, 1/5= .24972497.…， 我 们 可 在 循环 小 数 的 循环 部 分 上 
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Sie 从 而 我 们 可 记 1/5= .2497. 诚然 ， 对 这 种 数 用 

一 名 称 〈《 十 二 进 小 数 ) 可 能 更 为 合适 ， 但 我 们 仍 把 它们 称 
Gei 

【练习 o 将 1/7 Ek KEN 

下面 是 一 张 倒数 表 ， 所 列 个 数 一 直 包括 到 各 分 之 一 和 大 
分 之 一 ， 

n 2 3 4 5 6 / 8 9 y € 

i/n .6 .4 .3 .2497 .2 .186x35 .16 .14.12497 .I 
其 中 一 半 是 有 限 小 数 ， 且 厄 分 之 一 与 十 进 制 中 的 九 分 之 一 一 
Fr, 循环 部 分 特别 简单 . 

将 小 数 化 为 分 数 ,我们 使 用 的 方法 与 以 x 为 基 时 相同 . 例 
如 ，.25 王 257/100， 这 一 分 数 是 最 简 分 数 吗 ? 实际 上 ， 它 的 分 
子 和 分 母 均 不 能 被 5 整除， 由 于 我 们 对 十 二 进位 数 还 不 大 就 
ZZ, 要 认 出 公 因子 或 看 出 没有 公 因 子 , 也许 有 些 困难 .下面 是 
一 张 简短 的 因子 分 解 表 : 


2 素数 ll 素数  2i=5 
3 素数 ” 12=2.7 22--2.11 
4=22 13 一 3.5 23=32 
5 素数 14=24 24=22.7 
6=2.3 15 素数 25 素数 
7 素数 16=2.3?  26=2.3.5 
8 一 23 17 素数 27 素数 
9 一 3? 1]8=22.5 28=-25 
y=2.5 19=3.7 29=3.€ 
e 素数 Le 2-8 2y=2.15 
10=22.3 le 素数  2e=5.7 
20=23,3  30=2?.32 


让 于 2 是 一 素数 , 放 知 25/100 已 是 最 简 分 数 ， 


EE 


循环 小 数 也 可 用 通常 的 办 法 化 为 分 数 ， 例 如 ， 设 = 


.6686.…， 则 10N=6.666.…， 故 10N 一 N=6, sN=6, N= 
Dis, 全 已 是 一 个 最 简 分 数 . z 


J M 


:将 课文 中 的 因子 分 解 表 扩 充 至 A0. 
， 计 算 ，(a) 3141 十 5926; (b) 3141—5926: 


(e) 3141-5926; (d) 3141/5926( 精 确 至 三 位 小 数 )， 


3. HA: (a) 2; (bj 9!; (e) 1/3, 
4. 证 明 : .292929.… 二 3/11, 


LC 


O 0 å N O 


， 取 你 的 年 龄 ， 加 11, 乘 以 2, 再 乘 6 并 减 去 110， 证 明 你 算得 的 数 


是 你 年 龄 的 10 f. 


48.86 元 和 (59.95), 元 ,哪个 数目 大 ? 

:在 了 为 0, 1, Aen GEI, 4n=2, 3,… Di, mn Dik re Re 
:证明 一 个 平方 数 的 来 位 数 为 0, 1, 4 或 9. 

得 明 : 4 n=2, 3, = 时 ， 


(a) 行 2 一 6 Ma 的 末 位 数 是 0; 
Ui Zen, 则 zx? 的 末 位 数 是 4; 
oi Ze 5,7,8, e, Hn WARG U a 的 末 位 数 是 x. 


:根据 题 人 、 题 8 和 题 9 推 证 ， 当 w=2, 3, … 时 ,对 任何 x, x" Dik 


位 数 示 可 能 是 2, 6, Ké 


:一 个 素数 的 末 位 数 可 能 是 哪些 数 ? 
和 证明: 来 似 数 是 3, 6, 9, 0 的 任何 整数 都 具有 因子 3. 
dE 来 位 数 是 由 8, 0 的 任何 整数 都 有 因子 4， 末 位 数 是 6 或 0 


的 任何 整数 都 有 因子 6. 


. 《a) 以 下 各 式 对 不 对 ? 19?= 361，212= 441 ,232 一 529， 


(hi 你 能 解释 Ca) 中 出 现 的 现象 吗 ? 


9, 15, 25, 35, 45 均 为 素数 , 再 下 去 仍 能 这 么 说 吗 ? 

.将 下 列 各 数 写成 最 简 分 数 : (a) 3.14; (b) .090909... 
.将 下 列 各 数 写 成 循环 小 数 :， (a) 22/77; (ba 1/11, 

， 求 2 全 精确 到 两 位 小 数 ， 
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17. 
18. 


19. 


Íy. 


证 明 ， 各 位 数字 之 和 是 的 任 一 整数 可 为 e 整除， 
利用 1001=7.11.17, 提出 整数 能 被 7, 11 和 17 整除 的 各 自 的 判 
别 方法 . z 
(美国 十 一 进 抽 学 会 "还 主张 全 用 二 二进制 的 上 AEE: 1000 码 
为 工 英 里 , 10A 1%, 10 弗 朗 司 为 工 品 脱 ， 该 学 会 规定 了 距离 、 
Zement, Wiirt 100 iik, D 
的 重量 应 为 1000 磅 ， 如 果 我 们 保持 现在 所 用 的 “ 码 ” 那么 十 二 进 
EE 
区 别 ? .| 
a) 一 年 里 有 多 少 天 ? 
O) 还 有 哪些 三 位 数 与 上 述 数 有 同样 的 性 质 : E 

didods= (Cdi Déi? 
(e) 有 没有 四 位 数 也 有 此 性 质 ? 
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$15 十 进位 小 数 ， 


。 有 些 分 数 的 小 数 展 开 式 是 十 分 良好 的 (如 1/8 一 0.125); 
有 些 则 较 差 , 但 还 算 可 以 《如 1/30.383…); 而 另外 一 些 就 
"RT (mm 1/17=0.0588235294117647…) 本 节 中 ,我 们 
要 研究 一 下 , 哪些 分 数 是 良好 的 ， 并 要 找 出 一 种 方法 来 , 它 能 
决定 一 个 循环 小 数 的 循环 部 分 有 多 长 ， 但 用 不 着 实际 去 计算 
这 个 小 数 ， 为 了 做 到 这 一 点 ， 除了 要 用 到 除法 算式 和 一 些 同 
余 式 外 , 不 需要 用 任何 其 它 更 加 深奥 的 知识 . - 

我 们 将 用 ele, 来 记 E 
Qi/10-+- qs/102+ qs/103+... (0<d <10). 
一 个 小 数 的 某 一 部 分 土 面 加 一 横 ， 表示 这 一 部 分 要 无 限 地 重 
复出 现 . 例如 ， 
EE = 0147474747.: - 1/3=.3 


[431] 将 017 写成 一 个 分 数 ， 

【练习 2】 将 7/4 写成 小 数 ， 并 在 循环 部 分 上 面 加 横 . 

我 们 来 为 开头 几 个 整数 的 倒数 的 小 数 展开 式 造 一 EEN 
28 He hal EIRT, de "mm 
长 "这 一 列 中 的 "07 表示 此 个 数 是 有 限 小 数 ， 

此 表 中 , 倒数 是 和 限 小 数 的 整数 有 ““ 

2, 4, 5, 8; 10, 16, 20, 25, 

REAA A E ENAERE D, 其 中 和 5 是 
一 些 非 负 整数 ， 我 们 可 以 猜想 , 具有 这 种 形式 的 任 一 数 , HS 


-— 129 一 


n 1/n 循环 节 长 n Lin 循环 节 长 
2 | .5 0 16 | .0625 0 
31.3 1 17 | .0588335294117647 16 
41 .25 0 138|1.05 ` i 1 
5].2 0 19 | .05263157894768421 18 
6 | .16 1 20 | .05 E lr 
7 | .142857 6 21 | .047619 6 
el .125 0 22 | .045 ER 
2i 1 23 | .04347826086956521739i3 22 
101.1 0 24 | .0416 1 
11| .0 2 25 | .04 0 
12|.083 1 26 | .0384615 6 
13 | .076923 6 27 | .037 3 
14 | .0714285 6- 28 | .03571428 6 
15 | .08 1 29 | .034482758620689655172413793i 28 


数 必 能 展开 成 有 限 小 数 ， 接 下 去 三 个 这 样 的 数 是 32, 40, 50, 
且 
1/32= .03125, 1/40= .025, 1/50= ,02 
全 是 有 限 小 数 ， 事 实 上 , 上述 猜想 是 正确 的 . 
”定理 1 若 o 和 5 为 任意 非 负 整数 ， 则 1/2"5 的 小 数 展 
开 式 是 有 限 的 . : 
WW 证 明 设 戏 是 5 和 8 中 较 大 者 ,出 
LO (1/2°6?) = ed -b 
是 一 个 整数 , 把 它 称 为 %， 最 然 , &<10x。 因 此 ， 


ie 1/275 的 小 数 展开 式 中 包括 了 n 的 各 位 数字 ， 前 而 可 能 还 
AILEE. 
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【练习 3】 对 16, 加 ,35 算出 M, botz, 
说 明 M 正确 地 给 出 了 小 数 展开 式 的 长 度 ， 
【练习 4] 1/128, 1/320, 1/800 的 小 数 展开 式 中 各 有 几 
定理 工 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 ， 
定理 2 车 1/n 具 有 有 限 小 数 展开 式 , Was, 其 中 
4 和 2 为 某 两 个 非 负 整数 . 

证 明 设 1 和 展开 成 有 限 小 数 为 

1 /n= ,dd "dy . 
=d, /10 +dz/10?+-- BEE 
WA, 1/n= (lk tal Zt li /10, 
将 括号 内 的 整数 称 为 m, WERN 
i/n=m/10, 或 mn=10, 

10* 的 索 因子 只 有 2 和 名 故 的 素 因子 也 只 有 2 和 总 定理 
得 证 . 

定理 1 和 定理 2 说 的 全 是 有 限 小 数 ， 在 前 表 中 ， 有 些 展 
开 出 来 的 无 限 小 数 的 循环 节 长 较 大 , 如 % 一 17，19,. 23,29 等 . 
这 几 个 无 限 小 数 相应 的 m 均 为 素数 ， 且 l/r 的 循环 节 长 是 
n 一 1， 但 是 ， 并 非 所 有 素数 p 的 偶数 的 循环 节 长 都 是 p 一 1 
如 1/13 的 循环 节 长 是 6, 不 是 12; 1/i1i1 的 循环 节 长 是 2 
不 是 10， 作 为 研究 倒数 的 循环 节 长 的 第 一 步 ， 我 们 证 
o: 

定理 3 F Lin 的 十 进位 小 数 展开 式 中 循环 区 长 必 不 
大 于 n 一 1 

证 明 W t WE 10 <2 丢 10 ， 则 反复 利用 除法 算式 ， 
我 们 有 


1i 4 
` ` ` 1 a A f 
D be H r ~% 
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1 durin, (ren 
UU E = 十 T2, OSTI <N, 
10ra = =dan t t3, AË <n, 


(1) 
EEN O<ren<n 8 
RAR, 这 是 因为 车 DI D 
din=10+ti— gue LUTZ e Le 10 <10n; 
车 8 一 2，8，…， 则 EE D 
din =10rr-1— mees Jg As LU. 
H (D, 我 们 知 ， / / 
(2) ` rend Italien, 
如 果 我 们 用 102 wm 去除 (也 之 第 一 却 ， 并 反复 应 用 (3) ,我 们 得 
Lien lr ten d (010+) 
= 10 Adel (alt 
= TIET deal + rs/ (n103) 


| 


I S ++ 


ELE ee dé 
所 以 ， dı, d2, d3, " SR 1 秋 展 成 的 小 数 的 各 位 数字 ， 例如 


对 于 n=, 我 们 有 
10=1.7+3, 


80=4 7+2, 

= 20=2.7+6, 
60 = 8.7-4, 

= 40=5.7+5, 
50-= .7 十 二， 
10:=1.7+8, 
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故 工 /7 展 成 小 数 是 LO © E 

余数 fj，ya，… 中 , 每 一 个 都 可 取 0, 1, 2, =, ml HE 
个 值 中 的 某 一 个 ， 因 此 在 ri ra = Pan 这 7 十 工 个 整数 中 ， 
必 有 两 个 相等 (如 果 你 将 % 十 I 个 物体 放置 于 % 个 盒子 中 ， 
必 有 一 个 盒子 装 有 两 个 或 两 个 以 上 的 物体 、 LA rreo 则 由 
o DR, dal, dis = djes at ， 茧 知 这 是 一 个 循环 小 数 ， 

且 循 环节 长 不 太 于 mn%*. ` 

【练习 四 ”使 用 除法 算式 将 1/41 IRA. 

fini 与 10 EF, 关于 Lis 的 循环 节 长 我 们 还 可 知道 更 多 
的 情况 . 

定理 4 (n, 10) = = 1, 则 1/n 的 全 环节 长 为 ET? 
足 10"=1(mod ”) 的 最 小 正 整数 

证 明 ”我们 首先 注意 到 ， 整 数 7 是 存在 的 1, 10, 10. 
10，…, 10" 开 的 最 小 剩余 (mod 人 只 能 了 到 值 圭 2.3.…… n- 1, 
这 是 因为 10 的 任何 乘 窜 都 不 能 被 整除 ， 我 们 又 要 将 % 个 
物体 放 入 ?一 工 个 盒 中 , 必 存 在 非 负 整数 a Mb, oh, HRS 
数 均 小 于 nm， 使 10°=10» (mod n): 由 于 (n, 10)=1, 我 们 就 
可 以 用 10 的 较 小 的 那个 科室 去 除 此 同 余 式 的 两 端 而 得 册 
Te 

因 10"= 1 (mod n), RIHAR h 使 
(3) 10"—1= bn. 
以 10 为 基 时 ， b 至 多 有 "位 ( 因 b<10). D 

k= dp- d, o CHE EE A0 EA Bir “十 … 207 ée 
其 中 Ge dein k=0, 1, nl -WA 由 (3) 得 

GE opt? ERIC 为 无 限 循环 小 数 时 ， RE 必 不 能 取 零 故 对 此 上段 证 明 作 
一 补充 说 明 , 即 知 稳 环 节 长 必 不 大 于 % 一 1, 定理 也 就 得 证 . :一 一 详 校 者 注 
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k du a ` do 1 


一 一 
e 


10"—1 10 工 -10 
= (.d, adp- do) CLH 107+ 1077+ ++) 
= „dy 1dr2°**do. 

这 就 说 明 ,，1/n 的 循环 节 长 至 多 为 "，( 注 意 , 小 数 

123128123128.… 

也 可 认为 是 每 9 个 数学 重复 一 遍 ， 但 它 的 循环 节 长 是 3. ) 我 
们 还 要 证 明 ,， Lin 的 循环 节 长 不 小 于 +， 假 定 1/n 的 循环 节 
长 为 s Har 我 们 将 表明 10=1mod n), HEBE r Æ 
满足 10r=1(mod n) 的 最 小 正 整数 , 故 得 矛盾 ，(D 中 的 除法 
算式 说 明 , 对 任 一 6 有 

Le, Së, (mod n). 
Dm Lü ss Lies A ts (Mod n), 
SMS: 有 

Le, zs (mod n), 

Ein 的 循环 节 长 为 8 则 对 所 有 充分 大 的 b, 有 de= de. 因 

而 也 有 74:。 一 ?4 这 一 结论 并 不 是 很 明显 的 ， Sid Ota 

2001), 也 即 , 对 充分 大 的 不 ， 有 


t. 
1} 


Lë, =E nk e= rr mod n), E 
如 果 我 们 能 够 证 明 ， 对 所 有 天 有 Cr n=l, 那么 便 可 得 
10°=1 (mod 他 ,定理 即 可 得 证 ， 由 Ir 
107 A = at Jr 
可 知 ， 车 pire, pln, 则 pi10rx-1。 由 于 Ou, n) =—1, ns 
plr- EBE, olea one Din, 但 由 
LO = qn 二 ri 
我 们 得 p110, 这 不 可 能 .所 以 (rx, 7) = 二 定理 得 证 . 
上 述 论证 也 可 用 原 根 的 一 套 语 言 叙 述 出 来 ， 而 且 会 更 优 
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美 .更 简短 . 但 我 们 没有 注 样 做 ， 因为 我 们 遵循 了 这 衬 的 原则 
ment 

【练习 6】 应 用 定理 二 求 1/4 的 循环 节 长 . 

-遗憾 的 是 ， 还 没有 一 般 的 规则 可 使 我 们 一 眼 就 看 出 一 个 
整数 冯 的 有 关 c% r Egb., 其 至 使 得 7 一 p 一 1 的 素数 Pp 《如 
?, {7, 19, 23, 29, =) 是 以 怎样 的 方式 艇 布 着 ， ESNIE 
未 能 够 识别 出 来 
”以 上 我 们 只 考虑 了 倒 沙 ， 但 一 般 的 有 理 数 并 不 蝎 为 困难 
车 将 一 个 分 数 乘 上 一 个 并 不 消去 它 分 母 中 的 任何 因子 的 整 
数 ， 我 们 不 会 改变 它 的 小 数 展开 式 中 的 循环 节 长 。 用 一 个 形 
为 2 如 的 数 去 除 一 个 分 数 时 也 同样 如此， DR. 1/2Bn, 与 
Ln Dn 20, mie, n IL, 则 -e/a 与 1/n 的 循环 节 
《也 相亲 .有 了 这 些 结论 ， 再 应 用 定理 么 即使 对 形式 不 是 
5? 的 任何 我 们 也 能 求 出 c/n 药 小 数 展开 式 中 的 循环 节 
定理 5 nA, Hie n) 一 1, Dain 的 小 数 展开 式 
中 的 循环 节 长 是 满足 下 列 辐 余 式 的 最 小 正 整数 ，， 

- 10" T mod n), 
JER n= 2p, Hn, 10) = 

HRED H gion Za oin NIRIEN KEG) 

的 一 个 因子 . 
J 是 
L 求 下 列 各 数 的 小 数 展开 式 的 循环 节 长 ; (a) 1/66; (b) 1/666; 
(c) 1/4608; (d) 1/925; (e) 1/101; (Œ) 1/1001, 
2. 求 满足 10"=TICmod mn) 的 最 小 正 整 数 7, rhn X; (a) 33; (b) 37, 
3， 甲 说 : “我 费 了 很 大 的 功夫 ， 算 出 了 1/31415 的 循环 节 长 ， 它 正好 
是 15707.” 乙 说 “你 出 错 了 .2 乙 说 得 对 不 对 ? 
一 4385 一 


Li 


12, 
13. 


l4. 


: 课文 中 提 到 ， 对 任意 非 负 整数 a 和 5, 1/n 1 1/25 的 循环 节 长 


者 相同， 补 上 论证 中 略 去 的 内 容 . 


. 设 1/n 以 5 为 基 的 小 数 展开 式 为 


Lineal, 0 
(EDD, 者 此 小 数 展开 式 是 有 限 的 话 ， 如 ”的 每 个 素 因 子 都 是 2 的 
一 个 因子 . 


证 明 : 在 半 的 每 个 素 因 子 都 是 总 的 一 个 因子 , 则 以 2 为 基 时 1/n 


的 小 数 展开 式 是 有 限 的 , 


， 以 2 为 基 时 , 13, 14, …，25 的 倒数 中 哪些 数 的 小 数 展开 式 是 有 


限 的 ? 


证明: Zo, b)=l, 以 2 为 基 时 ,1/5 HARRA RKA RH K 


是 满足 =m n) 的 最 小 正 整 数 . 


:以 3 为 基 时 ,下 列 各 数 的 小 数 展开 式 的 循环 节 长 是 多 少 ? (a) 1/3; 


Œ) 1/5; (e) 1/7; (d) 1/9; (e) 4/11. 


“以 2 为 基 时 , 求 下 列 各 数 的 小 数 展开 式 : (a) 1/3; (b)1 /5; (e) 1/9. 
:以 12 为 基 时 ， 下 列 各 数 的 小 数 展开 式 的 循环 节 长 是 多 少 ? (a) 1 1; 


(b) Lt: Co 1/17. 
以 12 为 基 时 , 求 下 列 ] 各 数 的 小 数 展开 式 : a) 1/13; Œœ) 1/14, 


求 下 列 各 数 的 小 数 展开 式 ; 


(a) 1/92 p1 10 为 基 ; (b) 1/72, 以 8 为 基 ; 
(e) 二 6 以 了 为 基 ， (d) 猜想 一 个 定理 ， 
(e) 证 明 这 个 定理 


证 明 DT mt TEEM, 


516 AJME 角形 


8500 多 年 前 , 巴比伦 人 就 已 经 知道 ， 二 边 分 别 为 120, 119 

和 169 的 三 角形 是 一 个 直角 三 角形 ， 他 们 还 知道 许多 其 它 这 
本 的 三 角形 ; 六 中 包括 三 边 为 下 列 各 数 的 一 些 三 PS 

4800, 4601, 6649; 

360, 319, 481; 

6430, 4961, 8161; 

2400, 1679, 2929; 

2700, 1771, 322, 


然而 ,3 这 些 三 角形 那 时 是 派 什么 用 处 的 却 不 清楚 KHR, R 
们 将 确定 出 所 有 这 样 的 三 角形 . / 

车 名 H RE, KAE 2500 年 前 首次 得 到 
证 明 的 ， 该 定理 称 ， 若 w” 和 为 一 直角 三 角形 的 两 直角 边 , 2 
为 其 斜 边 , 则 | 

D+Y 一 2 ， . 

三 条 边 为 整数 的 直角 三 角形 我 们 称 为 音 达 哥 拉 斯 三 角 
形 . 《严格 说 来 ， 这 些 边 并 不 是 整数 , 而 是 用 整数 来 表示 其 长 
度 的 一 些 线段 .) 找 出 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 问题 就 等 同 
于 求 出 下 列 方程 的 所 有 正 整 数 解 : | : 
(1) i d'rue 

首先 , 我 们 注意 到 , 不 妨 假 设 SER ETH 


= ar re hy 


[ 注 ] 即 我 们 通常 所 说 的 色 股 定理 或 商 高 定理 ， 一 - 译 校 者 注 


SS, 即 (z, y)=d, WA div dle Wë 
(t/qd)?+ (y/d)? = (2/0. 

且 我 们 还 知道 ，(zy/d y/Q) =1， 这 就 说 明 ， 欲 求 D 之 任意 
解 , 只 要 先 找 出 使 它 左 端 两 项 互 素 的 一 组 解 ,然后 再 乘 上 一 个 
瑟 当 的 因子 即 可 ， 于 是 ， 要 是 我 们 求 出 了 十 y= 的 满足 
Lë, yY =i 的 所 有 人 解 ,我 们 就 能 求 出 妇 十 只 = 和 的 所 有 解 。 

【练习 1] Zi y)=1, Hetty =z, 证 明 

(y, 2) = (œ, 2) =1, 

在 2 一 ao y=b, z=0 RK SL sz? DÉI. 20 ob eh 
WERA, Hla, 8) =1, 我 们 就 称 这 组 解 是 一 组 基本 解 ， 由 
练习 1 可知, 车 4, b, 6 是 一 组 基本 解 , 则 a, b, e 中 任何 两 个 
数 都 无 大 于 工 的 公 因 子 . 

引 理 1 e bebaut RR, Wa D 
b 中 恰 有 一 数 为 偶数 . 

证 明 ”在 一 组 基本 解 中 , 整数 a 和 4 决 不 能 同时 为 偶数 . 

[练习 2】 为 什么 ? 

a 和 2 也 不 能 全 为 奇数 .假定 它们 全 为 奇数 , 则 

a’=i(mod 4), 8?=1 (mod 4), 
就 有 =a Lbfzsätmod 4), 
APAE arm TREE, a 和 5 中, 一 个 为 奇数 ， 一 
个 为 偶数 
推论 车 a, b, e 是 一 组 基本 解 , 则 。 为 奇数 . 

证 明  o 二 02 三 1(mod 2), 

在 我 们 着 手 为 (1) 的 所 有 基本 解 导出 一 个 表达 式 以 前 , 我 
们 第 要 证 戎 下 列 引 理 . z 

引 理 2 Fr =st, Le D=1, 则 s 和 二 均 为 平方 数 . 

证 明 号 出 s 和 的 素数 究 分 解 式 ， 

{38 一 


s=pipr ep, fong, eg. 
Cs D=1, 可知 没 有 任何 素数 会 同时 出 现在 这 两 个 分 解 陈 
中 ， 根 据 因 子 分 解 唯一 性 定理 , 7? 的 素数 寡 分 解 式 可 写 为 
gl gi pipz- A Ed 
这 些 p 和 9g 是 互 不 相同 的 素数 ， 因 7? 是 一 个 平方 数 ， 所 有 的 
指数 ei, e2, ep Jis Pa, Ji 就 都 是 偶数 .于 是 s 和 就 
DEN 
【练习 3] ( 选 做 ) 对 7 用 归纳 法 证 明 引 理 2 如 下 ， BE 
显然 对 r=1 和 7=2 成 立 ， 假 定 引 理 对 "<n 一 1 成立， 注意 
到 n 有 一 个 闪 因 子 p， 从 而 pls iR olt, 但 不 可 能 二 者 同时 成 
Z, RIEA pin. MX n/P 使 用 归纳 法 假设 证 下 去 . 
下 一 引 理 给 出 了 (1) 的 基本 解 必 须 满足 的 一 个 条 件 . 
引 理 3 Ra, b, 是 叶 十 内 一 党 的 一 组 基本 解 ， 且 假定 
a 为 偶数 ， 别 存在 正 整 数 m 入 m >%, Ke n) 一 二 Hmz 
n(mod 2), 使 
a = Han, 
b=m’ ni, 
0 一 7122 十 722. 
《注意 ， 假定 & 为 偶数 养 不 会 失去 一 般 性 . 避 理 工 告诉 我 
们 , a 和 2 中 局 有 一 个 偶数 ， 故我 们 不 妨 把 这 对 数 中 的 偶数 称 
fE a 器 是 了 .) 
证 明 因 o Sr, 即 有 基 r 使 4 一 27, So dra NM 
由 2 二 02 一 62， 得 
(2) 4r? = (e4-b) (e—b). . 
我 们 知 是 奇数 ， 由 引 理 工 的 推论 又 知 6 E a i 因此 
ctb 和 6 一 0 均 为 偶数 .这 样 ,我 们 可 令 
(3) - C 十 2 一 28，6 一 0 一 2 


— 139 一 


FH, 
(4). / 6 一 8 十 志 0 一 8 一 上 | 
将 (3 代入 2: 我 们 得 4 = (28) (24), 或 
r“ = st, 
A sA i ER, 我 们 就 可 应 用 引 理 2 得 出 结论 ，s A t AE 
方 数 .事实 上 ，#s 与 t 必 互 素 ,我们 现在 就 来 说 明 这 一 点 。 假 
E djs, dt 由 (和 可 得 四 de 但 根据 练习 二 我 们 知 》 与 
GPS, Dm d=+i, (s 力 =1， 引 理 2 说 明 ， 有 菜 两 整数 
mN n, 使 
s=m°, t= 
HAREMA 均 为 正 数 ， 于 是 
Ode =4st= Aan Dat, 
或 .4 一 2mm， 由 (4) 得 
o=sti= m dn, 
0 一 8 一 1 一 12 一 %2 
求 得 以 上 三 去 后 , 我 们 只 需 再 说 明 m>n, (m, 1) = BET 
n(mod 2)， 即 可 将 证 明 完 成 ， 由 于 8 是 一 组 基本 解 中 的 一 个 
Sr. ORTE, 故 得 on, 
(27 4] 假定 dm, din, 证 明 dja, db, 和 并 由 此 推 得 
(m, 2) 一 
【练习 B】 BE m=n=0(mod 2), WEH op b 均 为 侦 
Sr. 
【练习 6] 假定 m=n=] (mod 2), W a Fi b 同 祥 均 
为 偶数 
和 水 习 和 4.5.6 一 起 就 可 完成 引 理 3 的 证 明 . 
我 们 已 经 证 明 , o, b, e 为 一 组 基本 解 , 则 a, b, o 满足 
引 理 3 的 条 件 . 然而 , 如 果 a, b, cW EPI 3 的 条 件 , 它们 是 
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不 是 2 十 %2= 光 的 一 组 基本 解 呢 ? 我 们 在 下 一 引 理 中 确证 这 
一 把. 
引 理 和 & Æ gc=2m7m，0=722 一 02， c=m tn’, M) a, b,c 
是 妇 十 妇 一 好 的 一 组 解 . EE E (m, n) =LA 
m 考 n(mod 2)， 则 a, b, 6 就 是 一 组 基本 解 . 
证 明 Aa, b, c 是 解 , 计算 一 下 就 行 了 ， 
a? +b? = (2mn)? + (m?—n "A 
e Aan Za? Lan? — 2m? ne tn =m ‘+2m’n Zu 
= (m+n)? =0?, | 
余下 来 要 证 ; A (m, n)=1, man(mmod o ais b)=1, W 
定 2 是 一 个 奇 素数 , WE pla Mpo, (De-ai1b, A plo. 
H plo A pie, 知 p| (6+6)， p| (6 一 0)， 但 因 
DJen Mm 0 一 C= —2n’, 
DE aiäéë HF pR, KA plm, pln 因而 
pim, pn, 但 因 m 5n ER, 所 以 这 是 不 可 能 的 .4 与 5 不 
互 索 还 有 一 种 可 能 的 情况 ， 即 它们 都 能 被 2 整除 ， 但 因 5= 
om", Emin 两 数 中 ,一 个 是 偶数 ,一 个 是 奇数 , 所 以 5 是 
Sr "Rio b)=1, 又 因 m>n, k b 是 正 数 ; 由 于 m 和 % 
EEX, 故 < 也 是 正 数 ， 于 是 a, b, c 是 一 组 基本 解 . O 
”我 们 将 引 理 3 和 引 理 4 重新 叙述 为 o 
定理 工 Pty? HAR e=a, y=b, 2 一 0 (Hh a, 
5, 6 全 为 正 数 且 无 大 于 工 的 公 SAF, “为 侦 数 ) 均 可 写 为 
a = 2 mn 
b =m? 一 722 
ec=m? +n? 
其 中 又 和 nn 是 互 素 的 政 数 且 不 同 为 奇数 ,mn 


“下 天 列 出 了 一 些 有 关 数 字 较 小 的 基本 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角 


by 


mn De a? b? a 
2 1 4 3 5 106 9 25 
3 2. 12 5 13 144 25 169 
4;:1 8.15 17 oi 225 289 
4 3 24 7 25 576 49 625 

2 .20 21 29 400 441. 84l 


' 40 9'41 1600 31 1681 
` 144 1225- 1369 
3 28 45 53 784 2025 2809 


Dä kä S 
(一 
KN 
LA 
nl 
TO 
~] 


J 题 


. Pe TERR EBAHR h DS rb AE AMZ 角形 其 斜 边 


小 于 509 E 
找 出 一 个 备 边 均 大 于 50 JERIA 哥 拉 斯 三 角形 


ES by=d, += e, WH Ca, =i, o/d, 
. 若 4, b, c IRRE die 2 2 产生 的 ,证 明 


(b+o) /a=m/n: 


8 (b) - 什么 样 的 加 和 让 可 得 出 722 十 65? 二 97?9 


0 
Vë 


LO. 


. 车 (4, b)=1, oben, 能 不 能 得 出 4 和 5 RE n KAR 

. 证 明 :， 车 相继 的 两 个 整数 的 和 是 一 个 平方 数 ， 则 较 小 的 那个 数 是 
一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 一 条 直角 边 ， 较 大 的 那个 数 是 它 的 斜 边 , 
.也 项 喀 拉 (Bhescara, 1150 年 左右 ) 曾 作出 一 个 直角 三 角形 , 它 的 面 


积 在 数值 土 等 于 它 它 的 斜 边 长 ， 证 明 边 长 为 整数 的 三 角形 不 可 能 发 
全 这 一 情况 . 


. 诬 文 中 列 出 的 表 . 上 ,所 有 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 都 有 一 -条 边 是 5 的 倍 


不 


E, 是 否 所 在 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 都 是 如 此 呢 ? 
TER 12 整除 任 一 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 两 直角 边 的 乘积 . 
于 有明 00 整除 任 一 毕 达 痛 拉 斯 三 角形 各 边 的 乘积 ， 


-一 142 一 


11, 


(KE 


16. 


17, 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


这 里 有 一 个 四 边 形 , 它 不 是 平行 四 边 形 , 其 各 边 和 

面积 均 是 整数 : 

(a) 它 的 面积 是 多 少 ? 

(b) 你 能 找 出 男 一 个 这 样 的 四 边 形 吗 ? 24 20 
Lei 你 能 再 找 出 1,000,000 个 这 样 的 四 边 形 来 吗 ? 

设 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 由 相继 的 两 个 三 角形 数 

《 按 基 本 解 的 公式 ) 产生 ， 证 明 这 个 三 角形 必 有 一 15 

边 是 一 个 立方 数 ， 


3, 4, 5 是 放 + 急 = 的 一 组 具有 相继 的 三 个 正 整 数 的 解 ， 证 明 这 


样 的 解 是 唯一 的 . 


:证 归 : 三 边 成 算术 级 数 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 就 是 网 3n, án, Du 


3 十 和 一 52，52 十 122 一 132，72 十 242 一 252，92 十 402 一 442， 


(a) 猜想 一 个 定理 ; 
(hi 证 明 (\a) 中 提出 的 那些 数 给 出 了 一 条 直角 边 和 和 斜 边 为 相继 的 整 
IIA PE SARZE., 
(a) 碍 看 一 下 课文 列 出 的 表 ， 找 出 具有 相同 面积 的 两 个 毕 达 导演 
斯 三 角形 ; 
C) 你 能 找到 另外 两 个 面积 相同 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 吗 ? 
(6) 征明: 面积 和 和 余 边 分 别 相等 的 两 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 全 等 ， 
证 阴 vii (at le Zum 不 可 能 成 立 ， 
WHA: 只 有 当 一 1 是 一 个 二 次 剩余 (mod 有 ) 时 , 才 有 可 能 成 立 
n? + (nA = km, 
ER, di et, Le Dëst LN, 82—15 = 7.23, 证明. 2 2 
Ge, 且 (7, abò =1, DI C02 一 b?)， 
虽然 9 不 是 两 个 正 整数 的 平方 和 ， 但 它 是 两 个 正 有 理 数 的 平方 和 ， 
求 出 这 两 个 正 有 理 数 . 
(a) 给 定 4, 怎样 求 出 5 使 a 十 六 是 一 个 平方 数 ? 
(b) 对 4=13 和 4= 上 ,用 你 在 (a) 中 得 出 的 方法 求 出 5， 
求 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 , 它 的 面积 在 数值 上 等 于 它 的 周 长 . 
(a) 37+ P =57, 202 二 212 一 29” 1192 十 1202 一 1692， 为 了 求 得 另 
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一 个 这 样 的 关系 式 ,证 明 ; er ten N 
(3¢4+2c+1)?+ (34+2c+2)2= (4a +342); 

On 给 给 出 如 人) 所 述 的 另 一 个 AEMT. 

(ei EHaD BZ u=], vE La 及 证 
I o 是 一 个 整数 ; 且 Be (这 就 表明 ， 有 无 限 多 个 三 多 

， 形 数 同时 也 为 平方 数 .,) : EEGEN 
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$17 FRR AMZ DSR 


”在 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 一 节 中 ， 我 们 求 得 了 十 yx 的 
所 有 整数 解 。 处 理 了 这 个 问题 后 ， 很 自然 地 就 想 用 同样 的 想 
法 来 试 一 试 方程 #3 十 =， 它 的 次 数 比 上 节 考 虑 的 方程 增 
MT 1. 然而 ， 同 样 的 想法 失效 了 ， 而 且 其 它 别 的 想法 也 无 济 
于 事 ， 因 为 + 人 久 = 尖 就 根本 无 解 . 《只 有 一 个 例外 ， 即 变数 
之 一 取 零 时 , 会 有 整数 解 ,我 们 把 这 样 的 解 称 为 平凡 解 ， 并 认 
为 这 种 解 不 值得 我 们 多 费 笔 墨 . 本 节 中 我 们 所 说 的 “ 解 “ 是 指 
GEEL.) 事实 上 , 对 于 nn 之 3 的 任 一 方程 tyr, E 
也 没有 找到 整数 解 ， 费 马 曾 认为 他 已 能 证 明 ， 当 ?3 时 ， 
2 十 多 = 光 都 没有 非 平凡 解 . 他 在 丢 铸 图 的 一 本 落 作 上 作出 
的 一 个 傍 注 中 写 道 , 他 已 有 一 个 证 明 , 但 地 方太 小 写 不 下 .我 
们 几乎 可 以 肯定 他 是 弄 错 了 .， 当然， 我们 也 不 能 完全 肯定 是 
这 样 , 他 也 许 真 的 找到 了 一 个 证 明 , 而 且 , 他 也 许 已 经 意识 到 ， 
这 一 证 明 非 党 深奥 , 因而 写 下 了 了 上述 批注 , 好 让 未 来 的 数学 家 
们 多 动 动 脑筋 . 

"4 n> 时, 人” 十 六 = 没有 非 平 凡 解 ”这 一 论断 常 被 称 
作 “ 费 马 大 定理 ,以便 与 也 是 用 他 的 名 字 命 名 的 那个 定理 { 见 
$ 6) 区 分 开 来 ; 然而 ,“ 费 马 猜想 ”应 是 一 个 更 为 合适 的 名 称 ， 
已 有 大 量 的 著作 专门 论述 这 一 问题 ， 但 是 仍然 没有 哪 一 种 方 
法 能 使 它 得 到 解决 .已 经 知道 , 对 于 小 于 25, 000 的 nw 值 以 及 
许多 更 大 的 n fE, 费 马 猜想 是 成 立 的 , 但 这 些 结果 离开 这 个 猜 
想 的 证 明 仍 很 过 远 ， 在 第 一 次 世界 大 战 以 前 ， 德 国 曾经 设置 
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了 一 笔 很 大 的 奖金 ， 征 求 正确 的 证 明 ， 许 多 业余 爱好 者 进行 
了 尝试 ， 并 寄 去 了 自己 的 解答 . 据说 ， 著 名 的 数论 专家 有 天道 
(Landau) 请 人 印 了 许多 明信片 ,， 上 面 写 道 : 亲爱 的 先生 或 女 
E: 你 对 费 马 的 定理 的 证 盟 已 经 收 到 , 现 予 退回 ， 第 一 个 销 误 
出 现在 第 om 行 ， 关 道 将 这 些 明 信和 片 分 发 给 他 的 学 
生 们 ， 盼 只 他 们 将 相应 的 数字 填 上 去 ， 许 多 很 有 能 力 的 数学 
家 都 曾 猎 究 过 费 马 狂想 的 问题 。 由 于 x2* 十 "== 可 能 存在 着 
一 组 解 ， 但 其 数字 实在 太 大 了 ， 以 致 没有 人 能 够 把 它们 求 出 
来 , 因此 可 能 永远 不 会 有 哪 种 方法 可 以 判定 费 马 猜想 是 否 
成 立 . : / 
本 节 的 论题 是 要 证 明 %n=4 时 费 马 猜 想 是 成 立 的 , 并 借 此 
介绍 费 马 的 无 限 递 降 法 . (你 可 能 会 感到 纳闷 , 我 们 为 什么 要 
ER n=3 这 一 情况 呢 ? 原 米 , 人 们 发 现 , 虽然 无 限 递 降 法 也 适 
用 于 %=3 的 情况 , 但 要 证 明 十 =” 元 解 要 比 证明 ai Lu? 
= 内 无 解 更 为 困难 .对 %=:3 的 情况 ,读者 可 参考 有 关 书 刊 .) 
我 们 来 证 明 

定理 1 下 列 方程 没有 非 平凡 解 . 

Luis, 

注意 , ERRA, oi tu 无 解 ， AAE a, b, e 是 此 
TFE MA atot (Py, emie 

定理 工 的 证 明 ”我 们 将 使 用 费 马 的 元 限 递 降 法 ， 考虑 
2 十 久 一 人 交 的 所 有 非 平 凡 解 的 集合 , 我 们 要 证 明 这 个 集合 是 空 
R, 假定 它 不 是 空 集 ， 我 们 将 推出 矛盾 .在 这 个 非 平 凡 解 的 
集合 中 ， 必 有 一 组 解 使 3 的 值 最 小 ， 设 o 就 是 如 的 这 个 值 ， 
(E z 取 此 值 的 解 可 能 有 好 儿 组 , 要 是 那样 的 话 , 我 们 可 取 任 一 
组 解 (下 哪 一 组 解 都 一 样 )， 并 将 它 记 作 a, be 证明 的 思想 
是 ， 造 出 一 组 数 7,s, ,使 它们 也 满足 x 十 一 2 但 如 之 02. 
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鉴于 o 已 被 选 得 尽 可 能 地 小 ， 因 而 知 解 集 非 空 的 假定 是 错误 
的 , 故 该 方程 没有 非 平凡 解 ， 这 一 方法 决 不 单单 是 一 种 技巧 ， 
而 是 一 件 相当 自然 的 事 ， 情 况 很 可 能 是 这 样 的 : 有 一 次 , 费 马 
EFIR atty = R, 他 可 能 千方百计 地 应 用 了 我 们 以 
前 对 方程 £2 十 人 P= 并 进行 化 约 的 方法 ， 以 化 约 上 述 方程 ， 当 
他 看 到 自己 努力 的 结果 是 得 到 了 形式 相同 的 方程 和 数值 较 小 
的 解 , 他 也 许 感到 有 点 惊奇 ,也 可 说 是 感到 惊喜 ， 因 为 这 使 他 
能 得 出 结论 : 若 此 方程 有 解 ， 即 可 找 出 另 盖 个 数值 较 小 的 解 ， 
然后 又 可 找 出 另 一 个 , 如 此 一 个 一 个 找 下 去 , 即 得 一 串 无 限 下 
降 的 解 ， 但 由 于 我 们 可 以 假定 x, y, z 都 为 正 数 ， 因 而 这 是 不 
可 能 的 (与 此 同时 , 也 许 费 马 坐 了 下 来 , 心 想 :“ 我 现在 要 对 
+y = 应 用 我 这 个 无 限 递 降 法 ”， 但 对 这 个 问题 历史 却 没 
有 提供 任何 材料 . ) 

RIRE, 已 有 一 组 间 平 凡 解 a, be 而 o 是 可 能 取 到 
的 值 中 的 最 小 值 ， 我 们 还 可 认为 & 和 5 互 素 ， 要 是 它们 不 互 
素 , 就 有 一 个 素数 2 tE pla, 212， 从 而 ple FE, (@/p)t+ 
(0/p) Lei, CK tty 提供 了 另 一 组 解 , 县 相应 的 
22 的 值 比 o 还 要 小 , 但 我 们 已 经 假定 这 是 不 可 能 的 . 

【练习 1】 证 明 c 和 2 不 能 同 为 奇数 ， (对 模 4 考虑 
Q&4 十 04 一 02 ) 

由 于 (e, 5) 一 1, a 和 2 也 不 能 同 为 偶数 ， 因 此 ， 它 们 中 
一 个 为 起 数 ， 一 个 为 奇数 ， 由 于 atb =e? 关于 和 0 是 对 
称 的 ， 我 们 可 约定 将 这 对 数 中 的 偶数 记 作 a， 现在 我 们 对 
十 奶 二 以 有 了 一 组 在 上 节 加 以 定义 的 基本 和解. 

(a)? + 0) =e, 
其 中 , (a?, 8?) = 工 02 为 偶数 ,5? 为 奇数 ， 因此 ， 由 上 节 引 再 
3 知 , 存在 整数 和 n, 两 数 互 素 , 且 不 同 为 奇数 ,使 
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3 o o 
HA” amini, 


a? Honn, 
四 
G 一 22 十 .72 

【练习 2】 证明 交 是 偶数 . UBR n KHA R, m 为 候 数 ， 
用 模 gbm, iE: 2? 三 -1(mod4) 是 不 可 能 
的 . ) 

由 于 交 是 偶数 , 可知 公 是 奇数 ， 令 0 一 29， 那 么 由 C) 得 
a = 4mg9, 或 


2 
(2) ( 2 一 7， 


我 们 要 推 证 ,和 和 o 均 为 平方 数 ， 为 此 ,根据 上 节 引 理 2, 
我 们 需 证 mw 与 9 HEZ. 
【练习 3] 证 明 (m, Ai. (要 是 它们 不 互 素 , 则 (oa n) 
Gef 
因此 , 存在 整数 tt 和 %, 使 
CET EEN 
【练习 分” 验证 上 和 和风 互 素 ，〈 要 是 不 了 开 素 的 话 ， 则 有 有 
(m, 9) 1.,) | 
【练习 5 说 明寺 是 奇数 . 〈 否 则 , mw 就 是 偶数 .) 
到 此 为 止 , 关于 &@, b, o 我 们 已 经 知道 了 许多 事情 , 但 还 
第 机 里 多 的 情况 . Ew, 我 们 容易 看 到 
nm rime, 
又 我 们 已 知 有 下 列 各 式 : 
nr dg dai, mini =b, m=t 
将 它们 代入 前 起 , 就 有 
(20°)° +b? = (t?)?, 
我 们 求 得 了 为 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 。 20, b, 如 是 一 组 基 
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A 


D 


本 解 吗 ? 如 果 2o 与 2 HR, 它们 就 是 一 组 基本 解 ， 我 们 在 以 
下 练习 中 即 会 发 现 这 一 点 ， : 
【练习 6】 说 朋 为 什么 下 列 几 个 结论 有 成立: 
(a) Zen ie, op, Wann, p16; 
(bi Zenn, pld, W pln, pim; 
(oi tan, n) =1, 则 (2v?, d) =1, ` 
于 是 , 我 们 又 得 到 了 siv D HERE, Hm 2 入 
不 偶数 .从 而 我 们 只 需 利用 上 贡 引 理 3 ena, FERM 
入 ,其 中 (M,N)=1, M=N (mod 2), 使 
2 = 2MN, 
2 = M? +N? 
AAA (M, N)=1, MASERKA, 当 且 仅 
它们 都 是 平方 数 时 , EMR RRETA EPHE 2), 
所 以 存在 整数 ?和 s, 使 
M=, Ns, 
由 (3) 之 第 三 式 ， "7" 
säit 
R +=, 
XPI T ety =z A am 而 这 组 解 具有 下 列 性 质 : 
(mee mm ln ses, 
这 征 不 可 能 的 ， 因 为 古 最 小 的 所 能 选取 的 数 ， 这 一 矛盾 使 
定理 得 证 . e E 
(RI T] WHA mmn, WERE mmn? 
下 面 是 无 恨 递 降 法 的 另 一 例子 , 它 略 有 不 同 之 处 , 且 远 没 
有 定理 1 那样 重要 .假定 我 们 欲求 整数 4, b, e, 使 
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(3) 


DT å a e 


条 我 们 将 此 行列 式 展开 ， 这 就 无 异 于 要 求 整数 4, 5, o 使 它 
们 满足 
(4) TY 二 = Zeus, 

【练习 8】 WEH: a, b, 6 不 可 能 全 为 奇数 ， 也 不 可 能 两 
个 十 偶数 而 第 三 个 是 奇数 . 

它们 中 也 不 可 能 两 个 为 奇数 而 第 三 个 为 偶数 . (要 是 可 
能 的 话 , 对 (4) 取 模 d, MEA 2=0(mod 4).) 因 此 ,着 4&@, b, c 
满足 (4) ,它们 必 全 为 偶数 , 而 a/2, 5/2, e132 就 都 是 整数 ”用 
4 除 (4), 得 
(5) (@/2)°-+ (68/2)?+ (e/2)°=4(a/2) (6/2) EH 

Wio, b, 6 全 为 偶数 而 用 到 的 上 述 论证 方法 也 可 用 来 
证明 a/2, 5/2, 6/2 全 为 偶数 ， 因 此 a/4, b/4, ce/4 就 都 是 整 
数 . 用 4 除 (5), 束 有 ` 

(@/4)3+ (6/4)2+ (0e/4)*= 8(44) (0/4) (0/4). 

再 用 同样 的 论证 方法 即 可 说 明 ，c 8,， 0/8, ce/8 全 为 整数 ， 如 
此 继 疆 下 去 , 我 们 发 现 ， 对 一 切 正 整数 2， a/2", 5/2", 0/2 都 
契 整 数 ， 而 满足 这 一 条 件 的 整数 只 有 =8=c=0， 它 们 就 是 
(的 唯一 的 一 组 解 . 


J3 g 
l. 证 明 ; T+ Y= sin, n=l, 2, WW EE AC 
2. Bega, a EES, zz 二 gp 一 如 没有 非 平凡 解 
根据 这 个 假定 和 习题 1 的 结果 推 证 : 对 于 任何 us 8, or 十 如一 加 没 
有 非 平凡 解 . 
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i1. 
12. 


. 证明， 由 rty = 司 得 pl atya), 
. 证 明 : BIE pleyz, 否则 attynt =r] EIER HS 


?++ (wt) ARA EKR 
考虑 好 十 名 上 2 一 joyz。 当 大 为 哪些 值 时 ， 利 用 课文 中 提出 的 沦 证 
方法 可 以 证 明 zx=g% 一 :一 0 是 此 方程 的 唯一 解 ? 


- 证 明 下 列 方程 设 有 非 平凡 解 : 


(a) link (hi It, 


. 证明， 对 于 任何 al 


Tn 二 y” — gnti 
具有 无 限 多 组 非 平 凡 解 , 它们 是 
T= (ac), y== (be), FC 
Soa tom, amb 可 为 任意 整数 ， 而 ”和 s RU 莽 
满足 
raè i= (n+ Ds, 


最 后 一 个 方程 关于 7 和 s AARS AE ag 


-RH rt Lui SP 的 一 组 解 ， 
. 证 明 : 对 于 任何 正 整 数 %, eya 部 不 存在 和 和 乡 均 小 于 了 站 


GC? 
ZE FIAFIA: ois 
证 明 : E0, 29) = 二 1 y=” 必 有 非 平凡 解 . 
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$ 18 两 个 平方 数 的 和 


从 1 到 99 的 整数 中 ， 下 列 57 个 不 能 表 为 两 个 整数 的 平 
万 和 和; 
3 6 711 12 14 15 19 21 22 23 24 
27 28 30 31 33 35 38 39 42 43 44 46 
47 48 51 54 55 56 57 59 60 62 63 66 
67 69 70 71 75 76 77 78 79 83 84 86 
87 88 91 92 93 94 95 96 99, 
但 其 余 42 个 都 可 以 表 为 两 个 整数 的 平方 和 ， 
1 2 4 5 8 910 13 16 17 18 20 
25 26 29 32 34 36 37 40 41 45 49 50 
52 53 58 61 64 65 68 72 73 74 80 81 
82 85 89 90 97 98. 
如 果 你 考察 一 下 这 两 张 表 ， 并 试 一 试用 科学 的 方法 提出 
一 条 假设 , 以 说 明 一 个 数 在 什么 情况 下 会 出 现在 哪 一 张 表 上 ， 
并 俯 此 预计 大 于 99 的 数 的 有 关 结 果 ， 那么 ,这 对 你 的 归纳 能 
力 将 是 一 种 良好 的 训练 ， 在 第 一 张 表 中 ， 各 数 有 着 一 个 相当 
简单 的 共同 特征 (并非 指 它们 不 能 表 为 两 个 平方 数 之 和 这 一 
点 )， 我 们 可 证 明 下 列 引 理 ， 以 帮助 我 们 在 正确 的 方向 上 努 
力 . 
引 理 1 # n=838(mod4), M n=z?+y? 是 不 可 能 的 . 
WEBA 由 于 对 一 切 整 数 2, 有 2 二 0 或 1(mod4), 所 以 
对 任何 < 和 4%， 有 
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2 十 2=0, 1 R2 (mod 4), 

Gi a” +y =8(mod 4 是 不 可 能 的 .这 一 引 理解 释 了 第 一 张 表 
的 57 个 数 中 的 25 个 为 什么 出 现在 这 张 表 上 . : 

引 理 2 车 nw 是 可 表示 的 ， 则 对 任 一 ,hn 也 是 可 表示 
的 ，《〈《 有 时 我 们 将 “n 可 表示 为 两 个 平 力 数 之 和 ”简单 地 说 成 
% 是 可 表示 的 “) 

EDD nk, DN hw 二 (fw 十 den 

如 果 你 放弃 了 自己 的 努力 ， 那 么 下 面 就 有 这 个 问题 的 管 
F: 

定理 1 % 不 能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 的 到 要 条 件 是 : 
n 的 素数 察 分 解 式 中 有 一 个 素 因 子 与 3 同 余 (mod 4), 且 它 的 
每 次 为 奇数 . 

证 明 (充分 性 部 分 ) 假定 wp 为 素数 , p=3mod 4), HE 
以 奇 次 容 出 现在 %w% 的 素数 须 分 解 式 中 ， 即 对 某 一 e 有 ， 
7% 但 ptn, BERNS e My, 有 %=zw 十 ,我 们 将 推 
由 一 是 一 个 二 次 剩余 (mod p), 但 因 oss AL mad 4), WZ — 
结论 是 不 可 能 的 , 于 是 便 得 出 矛盾 . 设 d= (e, y), m1 一 2/d, y 
=y/d, m=n/d, RA, 
d) rity n, AP, CG, y) 一 十， 
如 2 ERER d AI p RRR, W n 可 被 22 2 整除 ， 且 

Dis -RAEES A, kab AL, AW pn. VT 
(ai Kéi 1, 我们 有 2ofxzi， 从 而 有 一 个 数 % 梧 
ue is (mod p). 
于 是 ， 
(2) Dessen sa Lët seat la) (mod p). 
HT en p =i, 在 (2) 中 可 消去 v, 得 
工 十 22 关 0(naod7 )， 
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这 网 说 明 ， 一 上 证 一 个 二 次 剩余 (mod2), 而 这 是 不 可 能 的 . D 
H. n= ty PRR, 我 们 就 证 明了 定理 中 较为 容易 的 
一 部 分 ， 

本 节 以 下 内 容 全 用 来 证 明定 理 1 的 必要 性 部 分 ,我 们 需 
RATSA, 

引 理 3 HERRA a, b, c, d, 有 

Lo" 0 ) (0 TE) = (ac+bd)? + (ad— be)’. 

证 明 BRER R A. 

这 一 结果 表明 , SAAE RR, 则 它们 的 乘积 也 是 
可 表示 的 . 

Sé 任 一 整数 均 可 写 为 

Ode Pr, 

其 中 少年 一 个 整数 , 各 个 p; 是 互 不 相同 的 素数 . 

【练习 1】 渗 碟 w 的 素数 帘 分 解 式 , 进而 说 明 上 述 结论 
是 正确 的 . 

现 举 一 例 来 应 用 引 理 2 和 引 理 3. 根据 表示 式 5=22 十 1 
和 13=3 十 2， 我 们 来 求 260==22.5.13 的 一 个 表示 式 ， 由 引 
GEI 

865=5.13 一 (22 十 12)(32 十 22) 
一 《2.3 十 1.2) 二 (2.2 一 872 一 82 十 芋 : 

所 以 ， 260=22.65 一 (8.2)2 十 (1,2)2 一 162 十 22. 

[练习 2】 将 325 写成 两 个 平方 数 的 和 . 

[练习 3】 如果? 的 素数 寡人 分解 式 中 不 包含 满足 0 二 3 
(mod 4) HSC hon Sbro BAW k Mr, 有 

n=k° ppr p, 或 n=2k pi pep, 

其 中 每 个 pi 都 与 1 同 余 (mod4), 说 明 这 一 结论 . 

练习 3、 引 理 2 和 引 理 3 说 明了 , 要 证 明定 理工 的 必要 性 
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部 分 , 我 们 只 需 证 明 

定理 2 每 个 与 工 同 余 mod 4) 的 素数 均 可 瑟 为 两 个 平 
方 数 之 和 . 

证 明 证 明 的 思想 是 这 样 的 ， 若 Pp 三 1(med 4)， 则 我 们 
可 先 说 明 , 存在 着 非 零 的 整数 z 和 wy， 使 

v +y? = kp, 
k 为 某 一 整数 ， 旦 8 二 1; 然后 再 证 明 ,， 若 &>1 RIAT E e 
和 2 造 出 新 的 整数 e 和 y A 

gi tyi = kıp, 
H kiı<k, 有 了 这 一 步 ,定理 2 就 能 得 证 , 这 是 因为 ,车 如 之 1， 
我 们 可 重复 上 述 步 又 而 得 ze 和 GEI fE i+ y2 = kap, H k<, 
如 此 继续 下 去 , 我 们 就 会 求 得 一 递减 的 正 整数 列 , 它 的 各 个 元 
KWE b>k> k>, 最 后 必得 一 个 元 素 为 1， 此 时 我 们 就 
已 将 2 表 为 两 个 平方 数 的 和 了 . 

RNEER, 可 以 求 得 非 零 的 % 和 yy, ENR k, k>, 
有 十 Y 一 kp， 由 于 p=1(mod 4), 我 们 知 ， 一 1 是 一 个 二 次 
剩余 (modp), 故 存在 一 个 整数 4 E u= 1 (mod p), B 
pi t1). WHH k, kel, Ze 

Ww 二 1 = kp, 
EIS k, k>l, +y = kp 总 有 一 解 ， 事实 上 , 我 们 可 设 
y=i. Gm. € p=17, 我 们 有 举 十 二 =1.17; Æ p=29, 则 有 
12 十 上 一 6.29。 数 入 可 用 尝试 法 求 出 (我 们 可 对 X=1, 2, 
依次 写 下 bp 一 1， 直 到 求 得 一 个 平方 数 为 止 )， 也 可 利用 下 式 


OK 
(E ene 


dE TER EECH 
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此 法 可 能 很 繁 , 但 总 能 保证 求 得 结 采 ， 
现在 我 们 来 说 明 如 何 造 出 e 和 yy， 定义 7 和 s 如 下 : 


(3) += mod Ei, 5y mod b), 
其 中 , -E crs E, -E <s< E, HOTA 


5 十 8 三 妇 十 (nod F). 
但 我 们 已 经 选取 2 和 y, 使 十 一 kp， 因而 
72 十 8 二 0(mod 4), 
(4) ei Lëlz hik. 
HOR (+) atg) = (hk) (kp) bis 
而 由 引 理 3, 我 们 有 
(r+) ay") = (ratsy)? + (TY 82) ` 


因此 ， 
(5) . (ræt sy)? + (ry — se)? = ui, 
由 (38) 还 可 注意 到 


GL ëtt =7? 二 $2 二 0 (mod £),. 
ry—sr=rs—sr=0 (mod k), 


因此 , A 整除 (5 之 左 端 各 项 . 将 ( 呈 式 除 以 大 ， 便 得 下 列 方 


bere ier wl 
其 中 有 关 数 均 为 整数 , A m= (2 十 路) /8 y= (ry—se)/k, 
Watiu- bn 如 我 们 能 证 kk EREMIE. H 
之 不 等 式 条 件 可 知 
六 十 中 (Fk/2)?+ (h/2)?= E 
AH Di r? = kak, 
ETEL, kib k?/2, 从 而 ka<k/2. WA kick, 定理 得 证 ，( 注 
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党 , 石 之 1， 因为 如 石 =0, 则 由 上 式 , r=s=0, 这 是 不 可 能 
op "e , 
【练习 各” 在 上 述 证 明 中 ,为 什么 "=s 一 0 是 不 可 能 的 ? 

让 我 们 举 一 个 例子 ， 我 们 从 12?-+1?=5.29 开始 ， 进 行 
定理 所 要 求 的 全 部 演算 , 以 求 得 29 写 为 两 平方 数 之 和 的 表示 
式 ， 可 取 z=12,y 一 1, f==5， 于 是 有 7 三 12(mod 5), s=1 
(mod 5); 在 适当 范围 内 选取 7 和 s, 可 得 7 一 2,s 一 1. 因此 ， 

/ 52.29 = (22 十 12) (122 十 12) 

EECH ES KC EEN 
= 25? + 10°, 

用 k =25 相 除 , 得 29=5? 十 2?, 这 就 是 欲求 之 表示 式 . 

【练习 5] 试 对 33? 二 1? 一 10.53 进行 上 述 演算 . 

结束 本 节 前 ， 我 们 要 对 与 两 个 平方 数 之 和 的 问题 密切 相 
关 的 竺 番 图 方程 ( 即 不 定 方程 ) 说 儿 句 话 ， 我们 已 经 完全 解决 
了 将 一 个 整数 表 为 两 个 平方 数 之 和 的 问题 ， 我 们 知道 到 底 有 
哪些 整数 可 这 样 表示 ， 而 定理 2 及 其 前 面 儿 个 引 理 还 给 出 了 
实际 求 出 这 种 表示 式 的 方法 ， 现 在 ， 很 自然 地 想 要 了 了 解 将 一 
个 整数 表 为 三 个 平方 数 之 和 的 问题 ， 可 以 预料 ， 多 加 一 个 平 
方 数 ， 就 会 有 更 多 的 整数 可 以 表示 ， 情 况 也 的 确 如 此 ， 事 实 
E, 除了 ?= 由 (88 十 7)J( 其 中 e M k HIRR MAh, EE n H 
可 写 为 三 个 平方 数 之 和 . 100 以 内 不 能 写 为 三 个 平方 数 之 和 
的 数 为 

[ 注 ] MISH, RA kl, 但 却 不 能 保证 ko ko SER Dl, 例如， 
i p=5, PHR r=y=5, k=10. 用 上 法 递 推 可 知 , kB, Ko 一 0， 这 一 情况 是 与 
RARR kp 有 联系 的 。 事实 上 ， 我 们 可 证 : 总 能 求 得 非 零 的 % Y 和 % 使 


达 十 只 一 12D， 且 T 和 ZE<D， 再 对 此 必 进 行 递 推 ， 即 可 保证 以 后 各 个 向 均 之 1 
一 一 译 校 者 注 . - 


7, 15, 23, 28, 31, 39, 47, 55, 60, 63, 
T1, 79, 87, 92, 95, 

它们 共有 15 个 , 而 只 允许 写成 两 个 平方 数 之 和 时 , 却 有 57 个 
不 能 表示 ， 若 我 们 考虑 四 个 平方 数 之 和 的 问题 ， 例 外 情况 甚 : 
至 会 更 少 , 实际 上 根本 就 没有 ， 在 下 节 中 我 们 就 要 表明 , 每 个 
整数 都 可 写 为 四 个 平方 数 之 和 . 

看 来 平方 数 问 题 算是 解决 了 ( 仅 就 能 否 表 示 而 言 , 当然 还 
有 许 许多 多 其 它 问题 可 以 追问 , 且 其 中 有 些 问 题 已 能 解答 , 例 
如 , 一 个 整数 写成 两 个 平方 数 之 和 , 其 表示 式 可 有 和 多少 种 ? 当 
n=1, 2, =, N if, Pty =e 有 多 少 组 解 ?如 此 等 等 ， 一 个 
问题 刚 得 到 解决 ， 大 量 其 它 的 问题 又 代 之 而 起 . ) 立 方 数 问题 
怎么 祥 ? 的 确 , 每 个 整数 都 可 写 为 九 个 立方 数 之 和 , 但 谁 都 不 
清楚 四 次 方 数 之 和 的 相应 数目 是 多 少 (虽然 已 经 知道 , 任 一 大 
T10” 的 整数 均 可 表 为 19 个 四 次 方 数 之 和 ), 也 不 知道 需要 
多 少 个 五 次 方 数 来 表示 每 -- 个 数 . 但 对 六 次 方 数 .七 次 方 数 以 
及 几乎 所 有 更 高 次 方 的 数 , 答案 倒 已 得 出 ， 例 如 , 六 次 方 数 需 
要 78 个 ， 设 g(8) 是 使 每 个 整数 可 以 写 为 不 超过 s 个 次 方 
数 之 和 的 最 小 s 值 , R g) 的 问题 称 为 华 林 问题 ，1770 年 ， 
华 林 (Waring) 曾经 写 道 ， 每 一 整数 是 4 个 平方 数 之 和 ,9 个 
立方 数 之 和 , 19 个 四 次 方 数 之 和 ， 等 等 ， 但 这 仅 是 他 的 猜想 
而 已 ; 直到 1909 年 ， 才 有 人 证 明 : 对 每 个 都 存在 着 gA). 
然而 , 当 训 较 大 时 ,g() 到 底 有 多 大 ? 甚至 到 那 时 也 仍 几 乎 一 
无 所 规 ， 后 来 的 研究 表明 ， 对 于 6<%<20, 000 及 一 切 “ 充 分 
大 的，g( 有 一 2 十 [(3/2)] 一 2; 而 对 所 有 4 之 6， 这 一 公式 
是 否 成 立 ?许多 人 是 非常 怀疑 的 ，( 记 号 [(3/2) 站 表示 (3/2)* 
的 整数 部 分 , 见 附录 二 . ) 比 g(#) 更 有 意思 的 是 G), Cate 


每 一 充分 大 "的 整数 能 写 出 不 超过 s 个 次 方 数 之 和 的 最 小 昌 
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s (Ë. G (2) =4, G(4)==16, 但 当天 为 更 大 的 值 时 G 到 庶 乡 

大 却 不 清楚 ， 对 于 一 般 情况 知道 的 最 好 结论 是 
FE--1<G(E) SE lor r+11) 

右边 这 一 不 等 式 证 明 起 来 极为 困难 和 复 染 ， 这 一 成 就 是 维 诺 

格拉 多 夫 (Vinogradov) 在 哈代 Cardy) 和 李 特 尔 沃 特 

(Littlewood) 所 得 结果 的 基础 上 取得 的 , 它 代 表 了 数论 的 高 峰 

之 一 . 

将 整数 表 为 男 外 一 些 整数 之 和 的 田 一 著名 问题 是 哥 德 书 
dés 1142 年 , IS E p (Goldbach) $ RA . 
4=2+2, 6=3+3, 8=5+3, 10=5+5, 

12=7+5, 14=7+7, -., 100=97+3, 
他 猜想 ， 每 一 大 于 2 的 偶数 均 可 表 为 两 个 素数 之 和 ， 他 问 网 
拉 能 否 证 明 , 欧 拉 失败 了 , 而 且 至 今 未 有 人 取得 成 功 ， 我 们 能 
说 的 ， 充 其 量 不 过 是 : 每 一 大 于 2 的 偶数 可 以 写 为 不 超过 
3.10” 个 素数 之 和 [ 往 妃 ， 维 诺 格拉 多 夫 用 种 种 不 同 的 方法 证 
得 ， 每 个 “充分 大 ”的 偶数 是 不 多 于 4 个 素数 的 和 .后 来 又 有 
人 证 明了 ;“ 充 分 大 ”三 字 可 用 “大 六 KRE OH, e 
不 代表 一 个 整数 ， 而 是 自然 对 数 的 底 : 6 一 2.718….) 在 另 一 
FE, 有 人 在 1966 年 宣布 [ 注 2， 每 一 充分 大 的 个 放 是 一 个 
素数 和 田 一 整数 之 和 ,而 此 整数 的 不 同 的 素 因子 数 不 超 过 2 
这 是 最 为 接近 解决 这 一 一 狂想 的 结果 了 、. 


1 过 年来. 有 人 已 能 还 明 ， 任何 大 于 或 等 于 2 的 整数 可 以 革 E 
过 27 个 素数 之 和 ， (参见 于 元 “ 谈 谈 素数 ? 一 书 的 介绍 第 56 页 ,1978 年 11 月 上 
海 教育 出 版 社 出 版 , ) -一 ~ 译 校 者 注 
[ 注 2」 指 我 国 数学 家 陈景润 于 1966 年 5 月 在 “科学 通 pg: 17 %5 19 iy] 
上 发 表 的 著名 结果 (每 一 个 充分 大 的 偶数 都 能 够 表示 为 一 个 素数 及 ~ 个 不 超过 
2 个 素数 的 乘积 之 和 .”19783 年 (中 国 科 学 ”第 2 期 刊登 了 这 一 结果 的 详细 证 H 
— H FRAAIE 
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,判断 下 列 整数 中 哪些 可 以 写 为 两 个 平方 数 之 和 ， 并 对 可 以 表示 的 


哪些 数 ,各 求 出 一 个 珍 示 式 ，150, 151, 152, 153, 154, 


,1965, 1966, 1967, 1968, 1969, 1970 这 几 个 数 中 ， 哪 些 能 写 为 两 


个 平方 数 之 和 ? 


. 将 10045, 10048, 10049 分 别 表 示 为 珊 个 平方 数 的 和 . 

. 不 引用 定理 工 直接 证 明 : 者 7 了 | rn, Wln- ty 是 不 可 能 的 
: 证 明 : #n=3 或 6C(mod 9), 则 不 能 表 为 两 个 平方 数 之 和 . 

, "bla, Slam, Uj n= +y ERTER. ”这 一 说 法 正确 吗 ? 

. 证明， 车 和 都 是 两 个 平方 数 的 和 ， 且 m1%, M n/m EE AA 


平方 数 的 和 |. 


, SN. “2% 十 1 是 两 个 平方 数 之 和 的 充分 必要 条 件 为 ，(i) n 为 偶 


Z GD nti 除 以 它 最 大 的 平方 数 因 子 后 所 得 之 数 不 能 被 一 个 素 
数 捧 一 上 整除 “证 明 这 一 说 法 与 定理 工 等 价 . 


. 吉 兰 德 (Girard, 1632 4) 曾 说 过 , 能 表 为 两 个 平方 数 之 和 的 数 由 下 


列 一 些 数 构成 : 所 有 平方 数 . 所 有 形 为 拓 十 1 的 素数 .这些 数 的 乘积 
以 及 前 面 这 些 数 中 任 一 数 的 2 倍 .。 证 明 这 一 借 法 和 定理 1 等 价 . 


. 在 100 和 ?< 和 150 这 一 范围 内 的 哪些 整数 可 以 写 为 三 个 平方 数 音 


Hin 


;证明 : 由 4 EHAA a, yz 均 为 偶数 . 
. 证 明 ， 若 4 二 7(mod 8)， 则 ”不 能 写 为 三 个 平方 数 之 和 、 
. 根据 题 11 和 题 12 的 结果 ， 证 明 ， 潜 对 某 两 个 非 负 数 。 和 如 有 


n=§£ (8k+7), M n=r +y +2 ERTER, 


,一 位 数学 家 在 1621 年 说 , 若 对 某 A n=8k+2 或 4 一 326+9, 则 


Dnt 不 是 三 个 平方 数 之 和 ， 这 个 结论 正确 吗 ? 


模仿 定理 4 的 证 明 , 试 试看 能 否 得 到 一 个 推广 ; 若 (一 w/p) = 二 g 


存在 整数 z 和 y 使 p= 十 wy 


. 证 明 ， 著 nn 是 两 个 三 角形 数 之 和 , 则 dw 十 1 是 两 个 平方 数 之 和 | 
. 哪些 整数 可 以 写 为 两 个 有 理 数 的 平方 和 9 
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$ 19 ”四 个 平方 数 的 和 


我 们 将 要 在 本 节 中 证 明 ， 每 一 正 整数 均 可 写 为 四 个 整数 
的 平方 和 (其 中 有 些 整数 可 以 为 零 )， 这 一 定理 的 历史 相当 你 
久 ， 丢 番 图 就 似乎 已 经 认为 , 每 一 正 整 数 都 是 两 个 .三 个 或 四 


个 正 整数 的 平方 和 , 不 过 他 从 未 将 此 作为 定理 明确 叙述 出 来 . 


第 一 个 做 这 件 事 的 人 是 巴 契 特 (Bachet, 1621 年 ), 他 从 工 起 ， 
一 直 验 证 到 325， 都 说 明 这 是 正确 的 ， 但 他 无 法 证 明 这 个 定 
mm om. 他 能 够 用 他 的 递 降 法 作出 证 明 , 然而 照例 他 又 未 
提供 任何 细节 .从 他 后 来 关于 这 一 定理 的 著作 来 看 ， 他 的 证 
明 是 否 完整 ， 这 是 值得 怀疑 的 ， 第 卡 儿 也 说 过 这 一 定理 无 疑 
是 正确 的 ,但 他 认为 要 找 出 证 明 “ 实 在 太 难 了 ， 以 至 我 不 敢 动 
FER”. 
下 一 个 接受 挑战 的 是 欧 拉 , 他 在 1730 年 首次 开始 研究 这 
一 问题 ，17483 年 , 他 注意 到 ， 两 个 四 平方 数 之 和 的 乘积 仍 为 
四 平方 数 之 和 , 这 一 结果 对 于 上 面 定理 的 证 明 非 常 重要 , 事实 
E, 他 差 “ 一 点 ”就 证 明了 这 个 定理 , 1751 年 , 他 仍 在 研究 着 那 
个 “一 点 ”的 时 候 , 证 得 了 另 一 个 基本 的 结果 , 即 ， 1 十 z2 十 ‰2 王 
0(Gmou2)(2 为 任 一 素数 ) 总 有 一 解 ， 但 是 ， 他 仍 未 能 把 定理 
证 出 ， 直 到 1770 年 , 拉客 朗 日 才 成 功 地 作出 了 一 个 证 明 ,他 
在 很 大 程度 上 依据 的 就 是 欧 拉 的 思想 ，1773 年 ， 欧 拉 ( 那 时 
已 经 66 岁 ) 给 出 了 一 个 更 为 简单 的 证 明 , 也 就 是 说 , 欧 拉 取得 
这 一 成 其, 一共 经 过 了 43 Ze 
我 们 首先 证 明 欧 拉 的 两 个 结果 . 
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ISL 珊 个 由 平方 数 之 和 的 乘积 仍 是 四 平方 数 之 和 . 
WEBA 证 中 极 世 浅显， 不 过 ， 发 现 这 一 结果 却 完 全 是 另 
一 加 事 ， 从 欧 拉 首 次 研究 这 一 回 题 开始 到 他 发 现下 列 恒等式 
HIE, 当中 一 共 经 过 了 十 三 年 时 间 ， 就 可 说 明 这 一 点 (几乎 所 
有 的 恒等式 一 经 有 人 写 出 总 部 显而易见 )， 
Lë De d) Cer Sta 
= (ar +bs+-et+ du)? + (as—br+cu— dt)? 
+ (at—bu—er+ds) + lau+bt—cee—drY, 
溢出 来 即 可 验证 此 式 ， (注意 , 右 端 乘 出 后 的 各 项 ar, as, 
o Pu”, 世 出 现在 左 端 磁 出 后 的 结果 中 , 而 且 , Cp 观察 也 不 难 
A h, 所 有 的 交叉 乘积 项 均 会 消失 , ) 
由 引 理工 可 知 , 要 证 明 每 个 正 整数 都 是 四 平方 数 之 和 , 我 
们 只 需 表明 每 个 素数 都 是 四 平方 数 之 和 就 行 了 ， 例 如 , 由 
87 一 6? 十 1 十 0? 十 0?， 567 一 72 寺 22 二 22 十 02 
我 们 可 得 
2109=57.37 (6.7-1.2-L0.2 上 0.0)2 
+ (6.:2—1.7-+0.0—0.2)?+ (6.2 
—1.:0—0.7+0.2)?- (6.0+1.2—0.2—0.7)? 
=442+52+4+123-+ 92， | 
与 此 相似 , 我 们 可 将 任 一 昌 数 分 解 为 _ 些 素 获 的 乘积 ,而 且 要 
和 我 们 知道 了 每 一 素数 的 四 平方 之 和 的 表示 式 ， 我 们 就 可 求 
得 这 个 整数 的 四 平方 之 和 的 表示 式 
IZ 者 2 是 一 个 奇 素数 , 则 
E = I+ +y =0modo) 
此 有 一 组 解 , ETHE O0<e<p/2 和 0<y<p/2,， 
证 明 下 列 集 合 中 各 数 互 不 相同 (mod op), 
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SJ 12, 22, —— ES 
(这 是 因为 , He =y (modp) iiy e= +y(modp.) 因而 ,下 
列 集合 中 各 数 也 互 不 相 问 (mod p): : 


BK WE 
SJ 一 工 一 12， 一 工 -一 22，，…,， tU d 


Si1 和 5 合 在 一 起 共有 (2 一 二 /2 十 1 十 (Pp 一 4)/2 十 1 一 p 十 1 个 
数 ， 由 于 只 有 了 个 最 小 剩余 odp), Wë, 中 必 有 一 数 与 Bo 
中 一 数 间 余 , 即 对 某 % 和 wy， 有 

—1—y (modn), 
其 中 , 0<e<(p=1)/2, 0<y<(p 一 1)/2. 

欲 证 每 一 正 整 数 是 四 平方 数 之 和 ， 我 们 即将 采用 的 证 明 
方法 与 证 明 整 数 表 为 两 平方 数 之 和 的 有 关 定 理 所 用 的 方法 相 
同 , 即 先 将 w 的 某 个 傍 数 表 为 四 平方 数 之 和 , 然后 作出 p 的 一 
个 更 小 的 倍数 , 它 也 为 四 平方 数 之 和 ,多 次 重复 这 一 步骤 ， 直 
到 将 2 表 为 四 平方 数 之 和 为 止 ， 而 这 就 是 我 们 需要 证 明 的 一 
H. BT 2 一 于 十 疙 十 全 十 0 WW p= 二 2 的 情况 已 经 解决 因而 
RNT URE PHTK. 

引 理 8 HANARA p, DM 存在 一 个 奇数 m, m<p, 使 
下 列 方程 有 解 ， 

GU 
证 明 由 引 理 2 我 们 知 , 对 某 一 已 存在 和 4 使 
knp= 22 二 02 十 1 十 02. 
HF O0<e<p/2, 0<y<<p/2, 我 们 有 
kp= tat) SE eg 
故 &<D。， 剩 下 末 只 需 证 明 , 可 假定 为 奇数 ， 设 
kD= + 
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H k AEH, N ryz w 或 全 为 奇数 ,或 全 为 偶数 ,或 二 个 为 
奇数 、 二 个 为 偶数 , 无 论 出 现 哪 种 情况 , 我 们 总 可 调整 各 项 , 使 
xv=y(mod 2), z=w(mod 2), 
AE, 
E ER E E) 
若 b/2 为 个 数 , 我 们 重复 上 述 步骤 可 将 (h/4)p 表 为 四 平方 数 
之 和 .由 于 £0, 最 后 必得 一 数 , 它 是 2 的 奇数 倍 , BORN 
由 平方 数 之 和 , 
【练习 o 
12.17 =204=14?+22-+22+02，- 
12,17 一 204 一 13? 十 5 十 832 十 12， 
求 3.17 的 四 平方 数 之 和 的 表示 式 . 
引 理 人 和 全 Zumba 为 奇数 ，1< me<D， 且 
II 力 一 2 十 入 十 天 十 202 
MEEERE m, m<m, 使 
mı p=gvi tyi tzi twi, 
其 中 m1, Ya, Z W1 均 为 整数 . 
证 明 和 象 在 “二 平方 和 定理 中 所 作 的 那样 ， 我 们 着 手 从 
v, Y, z, 2 构造 出 zi， Y1, 2, WwW. ÆR A, B, O, D, 使 
A=, B=y, Ces D=w(mod m), 
且 每 一 数 都 严格 地 介 于 一 m/32 与 m/2 之 间 , 也 即 4，B,OD 
在 数值 上 都 是 2 的 最 小 剩余 (modm)， 因 而 ， 
4 十 于 十 号 十 新 二 这 十 只 十 知 十 2 (mod m), 
所 以 ,对 某 万 有 


A+ B+C D= ban, 
DT ` 
4+B+O+D EE NEE ET 


我 们 得 0<78<m， (车 4=0 M m 整除 zy, z, w 中 的 每 一 
个 , 故 mmp, 这 是 不 可 能 的 , 因为 1<<m<<p,) 于 是 ， 
m kp= (mp) (km) 
= Lë +y t Hu) (A? 1 G7 LOL (DEn. 
而 由 引 理 1 我 们 得 
mkp= (od ia tat tant? + 2B—yA+2D—wO)? 
+ (OO—~yD—zA-+wD) t+ (D+yO—2B—wd)’, 
这 些 括 号 内 的 数 均 可 被 mm 整除. 
vA +yB+:0+wD=r +y + ww 二 0 (mod m), 
æB—yA-+2:D—w0=gvy—yr+zw—wz=0 (mod m), 
zC —yD—zA+wB=xz—yw— w+wy=0 (mod m), 
sD+y0 —zB—wA=zw+yz— zy —we=0(mod m). 
这 样 , ARMIE 
vı = (wvA+yB+20+wD)/m, 
yı = (2B—yA+z2D— woO) /m, 
21= Lo —yD—zA+wB)/m, 
wı = (DD—yC—2B—w2A)/m, 
RIRA  sityitzatwi = (m kp)/m = kp, 
GLEN TE A 
定理 1 每 个 正 整 数 均 可 写 为 四 个 整数 的 平方 和 。 
证 明 BRE n=pip pe. ASE 3 出 发 ,反复 应 用 引 理 
生 对 每 一 4 可 得 和 一 人 十 ! 十 2 十 久 的 解 . 由 引 理 二 对 每 
—i, 都 可 写成 四 平方 数 之 和 ， 再 用 引 理 1(4 次 )， 我 们 即 
BERIE Prp pe 表 为 四 平方 数 之 和 的 表示 式 . 


| J3 题 
41， 将 小 于 或 等 于 23 的 各 个 素数 表 为 四 平方 数 之 和 。. 
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H> 


Ci 


TI Ea 


将 下 列 各 数 分 别 表 为 四 平方 数 之 和 : (a) 121; Œ) 391; (© 47321, 
SCH? 631 表 为 四 平方 数 之 和 . : 
NET 1), 求 18179 9 =73.53 
与 为 四 平方 数 之 和 的 一 个 表示 式 ， | 

Z S| ay tw, 证 明 L, y, 2 w HAER. 


È 


re, EN, RIKTE 适当 选取 符号 后 ， 总 可 使 


tæ] 


10. 


11. 
12. 


A+ yy 十 2 成 为 3 AER, 


. 在 10, 11, 12,…, 20 这 些 整数 中 ， Su EREA 


之 和 -相关 的 各 个 年 数 的 次 序 可 以 不 同 )? 


， 若 9 一 六 十 妨 十 好 十 wo y, g, w BAERE E min(e, Y, 2, W) 


«n? /2<max (z, Y, Z, W) ENP, 


. H 32-17-1973 = 67082 = 2337-10224 5 ?二 32， DEL 1973 表示 为 


四 平方 数 之 和 . 
下 而 是 欧 拉 原 灯 对 引 理 的 下 明 ， 裤 上 没有 详 甸 写 出 的 地 万 B 
(Cim ==1， 则 存在 一 个 整数 z, 使 1+x? = 0Xniod:p)， n 
(一 1/p) 二 一 1 且 引 理 不 真 ;那么 六 十 1*23=0 表明 (一 2/0) = 
因而 (2/o) 1 而 142 一 3=0 RH, (一 3/p) = 一 1 即 (3/p) = D 
FÆ, 1, 2, ON LEN < 次 剩余 (mod p), 
Gan d? En 不 可 能 是 八 个 以 下 的 条 数 的 平方 和 
Ze dert £ y, EKT KWARTA GK RE RE 

= Aaf, 
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妥 盔 图 方程 的 理论 尚 不 完备 ， 我 们 还 没有 多 少 定理 可 以 
用 之 于 一 类 非常 广泛 的 方程 ， 通 常 ， 特 殊 的 方程 要 用 特殊 的 
方法 来 研究 , 求解 一 个 方程 的 方法 用 于 求解 另 一 方程 , 可 能 会 
这 无 价值 ， 另 一 方面 ， 一 种 方法 有 时 也 可 能 对 两 个 方程 都 适 
用 .一 个 完好 的 定理 , 如 果 用 于 考察 任 一 二 番 图 方程 , 应 使 我 
们 能 够 判定 方程 是 否 有 解 ， 如 果 这 个 定理 还 能 精确 地 告诉 我 
们 方程 共有 多 少 解 , 那 就 更 好 ; 要 是 它 还 能 告诉 我 们 这 些 解 是 
什么 ， 那 就 更 为 理想 了 .看 来 ， 这 一 理想 也 许 永远 不 能 实 
肌 “这 里 介绍 目前 已 经 清楚 的 一 个 相当 一 般 的 定理 . 

定理 设 

F(x, y) =at” + anat" yH anot" YH to", 

H F (e, 1)=0 RAER, WH n> 时 ,方程 
F(z y) 一 0 (其 中 C 是 一 个 整数 ) 
只 有 有 限 多 组 解 . 8 

特殊 地 ， 这 一 定理 表明 ,， 当 ?>38 nt. ot ba 一 般 只 
能 有 有 限 多 组 解 . 那么, 要 是 2<3 呢 ? 我 们 在 线性 不 定 方程 一 
节 中 已 经 透彻 地 分 析 了 %=1 时 的 情况 ， 对 于 %=2, 我们 在 
毕 达 哥 拉 斯 三 角形 一 节 里 考虑 了 一 种 特殊 的 情况 ,而 %=2 时 
DÉI 在 希 尔 伯 特 (Hilbert)23 个 著名 的 数学 问题 由 ， 第 十 个 问题 就 是 :有 
没有 一 个 算法 可 以 出 来 判定 任 一 委 番 图 方程 是 否 有 解 ?》 1970 年 , 这 个 问题 已 获 
得 解决， EKEREN., 这 也 是 数理 逻辑 研究 中 的 一 个 重大 成 果 ， 一 一 译 校 者 
Sg 
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"H. DÉI ot SZT. 难以 在 此 讨论 ， 本 节 中 , 我 们 要 研究 
有 为 一 种 特殊 的 情况 
zc Ny =1. 

我 们 将 要 证 明 , 知 能 找到 此 方程 使 z>I 的 一 组 解 , 就 能 求 出 它 
的 无 限 多 组 解 . 事实 上 , 者 能 求 出 最 小 的 一 组 解 ( 即 满足 e> 
的 尽 可 能 小 的 一 组 解 ), 那么 我 们 驶 能 求 得 此 方程 的 所 有 解 

方程 一 和 Ny 一 1 通常 称 为 佩 尔 (Pell) 方 程 , 这 是 由 欧 拉 
的 误会 引起 的 ， 由 于 网 拉 是 这 样 称呼 的 , 而 欧 拉 太 有 名 了 , 从 
此 大 家 就 这 样 叫 了 .但 是 , 佩 尔 从 未 解 过 这 一 -方程 , 甚至 他 能 
否 解 出 这 个 方程 也 值得 怀疑 ， 因 此 , 我 们 要 一 反 通常 的 叫 法 ， 
“而 把 ?一 Woy 一 工 称 为 葛 马 方程 ， 

无 论 取 什 么 值 , z= 土 1 和 y=0 总 满足 此 方程 ， 我 们 
把 x 和 中 有 一 为 零 的 解 称 为 平 几 解 ， 

【练习 4】 用 尝试 法 分 别 求 ENEE 和 ww? 一 3y?=1 
的 一 组 非 平凡 解 . 

RAR Ny =1 的 一 组 非 平凡 解 ,一 种 有 效 的 方 

法 是 ， 对 y 一 1，2,…' 造 出 1 十 入 YF 的 一 张 表 ， 然 后 找 出 平方 
数 来 ， 此 时 , K B og 

求解 一 入 六 一 1 时 , 入 取 负 值 的 情况 可 不 用 考虑 ， 当 
入 委 一 2 时， 此 方程 显然 只 有 使 y= 0 的 平凡 解 ， 因 为 左 端 两 
Dim HF N= -1, KAM: z=0, y= +1, 它们 也 
是 平 几 解 。 除了 假设 为 正 数 外 ， 我 们 还 可 假定 W 不 是 平 
方 数 . 如 果 它 是 平方 数 , MHEAS m, E N=m, RMA 

Lal min (一 mW le+ my). 

HERZEN 1, 只 有 两 数 均 为 工 或 均 为 一 1 才 行 , 因此 
实 寻 速 忒 出 所 有 人 解 , 只 需 解 两 组 线性 方程 即 可 . 

【练习 2 ( 选 做 ) 证 明 ze 一 mo y =1 的 解 只 能 是 z= 土 1， 
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y=0, 
下 面 我 们 就 假定 六 >0 且 太 不 是 平方 数 , 有 了 这 一 假定 ， 
总 可 证 明 , 2 一 入 一 1 必 有 不 同 于 z= ti, y=0 的 解 。 我 
们 不 作证 明 而 承认 这 一 点 . 非 平凡 解 的 存在 性 证 明 有 两 种 方 
法 : 一 种 方法 要 用 到 连 分 数 的 许多 性 质 ; 另 一 种 方法 较 长 ， 由 
狄 利克 雷 (Dirichlet) ZE 1842 年 首次 提出 , 他 改进 了 拉 格 朗 晶 H 
FE 1766 年 给 出 的 一 个 证 明 ， 

由 于 E (ety VN) e ul, MAEA a, 
YNN 的 无 理 数 与 费 马 方程 的 解 有 着 密切 的 联系 , 它们 有 好 
儿 条 重要 的 性 质 ， 我 们 在 下 面 各 引 理 中 将 予以 介绍 ， 当 且 仅 
U rA s 均 为 整数 且 7? 一 Wee=1 时 , 我 们 称 a=7-+sMVN 给 
出 了 一念 刀 =1 的 解 ， 例 如 , 8 十 2 V2 给 出 了 ?一 2y? 一 1 
的 一 组 解 ,8 十 8 M7 给 出 了 ?一 7y? 二 1 的 一 组 解 ， 

引 理 1 车 入 0 不 是 平方 数 , 则 

wyMVN=7r+s MN 
的 充 要 条 件 为 2 二? HI y=s, 

证 明 on, y=s, REES ia MN = Pts VF. 因 
此 , 重要 的 是 其 道 ,为 了 证 明 其 道 ,假定 wo/ 克 = 十 s\/ 太 ， 
JH vis W 

VN = ken 
s—y 
是 一 个 有 理 数 . 但 因 六 不 是 平方 数 , NN 是 无 理 数 ， 便 得 
ZK D y=s, 从 而 X=7， 

引 理 2 对 任意 整数 a, b, ed N, 有 

(a2— Nb?) (2 一 ad2) = oe + Nobd)?—N (ad+ bei? 

证 明 JE BIAI, z 

【练习 3】 已 知 2? 一 8,12=1, 7 一 8.43=1, 用 引 理 2 
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求 2 一 3y = 工 的 另 一 组 解 . 


引 理 5 Zo md Au) ja — , W i/a 给 出 它 


的 另 一 组 解 . 
证 明 设 c=rT+TswAN, WRIA — NS =l, WP 
t et CN ra sv/N, 


~ rie N r=- N NS 
DI oi Neil, k EHIE., 
引 理 入 在 < 和 8 给 出 WP- 的 解 ， 则 a6 也 给 出 
它 的 解 . 
证 明 Ra=atb sN, B=e+dV N, DI 
aB=(a+bs/ N) leta [v N) 
= (ac Nbd) + (ad+ be) vN. 
而 由 引 理 2, 我 们 得 
(cc 十 Wpd)2 一 W(ca 十 pe)2 
一 (o? 一 Nb2) (NID EAR 
这 不 说 明 ，aB6 给 出 了 方程 音 解 . 
5388 oA e Ny =l 的 一 组 解 ， 则 无 论 主 古 正 
数 负数 活 是 夫 ， aë 也 给 出 方程 的 解 ， 
【练习 4] 证 明 引 理 8. 《首先 用 引 理 笃 和 归纳 法 证 明 引 
理 5 对 所 有 fi 成立， 然后 用 引 理 3 证明 它 对 < 一 4 亦 成 
立 , 最 后 考虑 下 =0 的 情况 ,) 
ech KH, 知 我 们 知道 了 一 个 数 a, ol 它 给 出 好 一 


=1 的 一 组 解 ， 则 我 们 束 能 找到 无 限 多 组 解 ， 它 们 都 可 由 


Lan 4 一 2，3，…， 而 且 ， 这 些 解 互 不 相同 ， 因 为 对 所 有 
k, or 和 >>ak， 例 如 ,3 十 M2 给 出 了 一 2 一 1 的 一 组 解 ， 则 
(8+2M 3D)?=17+12 VZ, 
(8+2M/ 2) = (17-t12 VZ) (8+2 Z) =99-70 VZ, 
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Di 


和 8 十 2 \/ 2 的 更 高 次 乘 寡 都 给 出 此 方程 的 解 . 

【练习 四 验证 (8 十 2 V2)3 和 (384+2~vV 2) 给 出 了 ww 
-2 二 1 的 解 . 

【练习 6] a=2 +43 ABT 3y = 1 的 一 组 解 , 求 
出 另外 两 组 非 平 几 解 来 . 

引 理 6 Ba, b, c, d 均 为 非 负 数 ,w= 一 5 十 0 VW 和 8 
一 C+dVN 分 别 给 出 22 一 Ny? 一 1 的 解 , 则 当 且 仅 当 4<e 时 ， 
有 Qa<B, z 

证 明 假定 a<ce, M e<., LA at= 14ND, golt 
Nd. kE NATCNd 因为 6, d, N 均 不 为 负数 , 可 得 8 二 d. 
与 w<0 一 起 , IR o 叉 假定 a<B. FA ace, M oi ze 
由 此 可 得 ?之 d?,， 这 就 说 明 a 之 B, 这 是 不 可 能 的 ， 故 必 有 
OG, 

现在 我 们 就 可 以 讨论 -Ny =L KnT. 考虑 所 
有 能 够 给 出 2 一 和 Ny=1 的 解 的 实数 集合 ,， 设 4 是 此 和 集合 中 
大 于 1 的 最 小 数 ， 应 注意 到 ， 引 理 6 保证 了 这 样 一 个 最 小 元 
是 存在 的 , 因为 此 集合 中 的 一 些 数 "十 s MO 可 以 根据 7 的 大 
小 排列 起 来 , 而 7 为 整数 , 且 任 何 正 整数 的 非 空 集合 必 有 最 小 
元 ,我 们 将 4 PRE £ -Ny = 的 生成 元 , 并 来 证 明 

定理 1 车 0 是 2 一 Wg?=1 的 生成 元 , 则 钱 (%f==1,2,…) 
给 出 了 此 方程 使 z 和 y 取 正 值 的 所 有 非 平凡 解 . 

注意 ， 将 w 和 y 限制 取 正 值 并 不 会 使 我 们 失去 任何 重要 
的 东西 , 因为 非 平凡 解 总 是 四 对 为 一 批 地 出 现 的 : 

(Ge, y), @, =y), (=s, y), Lë, —y)}, 

其 中 恰 有 一 组 解 具有 两 个 正 数 . 还 应 注意 ， 我 们 没有 提 及 生 
成 元 的 存在 性 , FEE, 正如 我 们 刚才 说 过 的 , 这 样 一 个 数 总 
是 可 以 找到 的 .根据 MV 六 的 连 分 数 展开 式 用 一 种 方法 可 容易 
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地 算出 09 来， 说 “容易 ”是 指 计算 机 可 以 毫 不 费事 地 进行 这 一 
计算 .事实 上 , RN 的 值 , 这 种 计算 是 非常 枯燥 乏 昧 的 ， 
当然 ,一 个 生成 元 也 可 用 党 试 法 求 出 ,而且 在 很 长 一 段 时 间 内 
这 曾 是 唯一 可 用 的 方法 .在 十 七 世纪 ， 曾 有 一 位 印度 数学 家 
说 过 ， 要 是 有 人 能 在 一 年 的 时 间 内 解 出 2 一 92y=1， Rum 
算得 上 是 一 名 真正 的 数学 家 . 算 不 算 真 正 的 数学 家 尚 可 商 椎 ， 
但 这 样 一 个 人 至 少 称 得 上 是 一 位 真正 的 算术 家 ， 因 为 此 方程 
的 生成 元 是 1151 十 120 V92, 即便 对 2? 一 29y?=1 这 样 一 个 
看 起 来 是 如 此 简单 的 方程 , 要 是 用 尝试 法 来 求解 的 话 , 任务 也 
会 非常 艰巨 ， 它 的 最 小 非 平 凡 正 数 解 为 Zz 一 9801, y= 1820, 
对 于 2 一 61o=1 这 一 方程 ,我们 要 一 直 取 到 w= 1766319049 
Fi y =226153980 时 ， 才 会 得 到 非 平凡 解 ， 如 果 你 有 兴趣 的 
话 , 你 可 以 用 乘法 来 验证 这 是 一 组 解 . 
定理 工 的 证 明 Gr y=s 是 2 一 Ng?=1 的 任意 一 

组 非 平凡 解 , Ep r>0, s>0, Sa=r+s VN. REEN, 
FIER: k, 使 a= 起 。， 由 生成 元 的 定义 可 知 , oz 故 有 整数 
k, 使 

Es Kac gitt, 

于 是 , 1<0™a<0, B5 E 4 和 引 理 5,， 我 们 知 Oa A 
和 — Ny =1 的 一 组 解 。 我 们 已 把 9 定义 为 给 出 非 平 几 解 且 
大 于 二 的 最 小 数 ， 但 0a 比 9 要 小 , 却 给 出 了 方程 的 解 ， 因 
而 Oa 给 出 的 一 定 是 平凡 解 , 故 0-*a=1， 即 a=V8， 这 就 是 
我 们 欲 证 之 结论 . 

J a 

i. SN ATIA, Re- Ny = i 的 生成 元 : (a&) 6 (b) 7 
eng (d) 10 (e) ll (£) 12, 
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Ah 


Ha 


12. 


. 当 为 下 列 各 数 时 ， 分 别 求 出 必 一 No% = 的 两 组 正 的 非 平 凡 解 : 


(a) 6; (b) 8; toi 12; (d) 14; (e) 63; (£) 99, 


， 求 出 好 二 2zy 一 292= 工 的 三 组 非 平 凡 解 . 


出 题 3 中 的 方程 的 无 限 多 组 解 . 


, (a) H: ab, H a=b 不 是 平方 数 ， D z’ +2ary+by’=] 


有 无 限 多 组 解 ， 
(b) A TEONE ENFERN, HAY- 0,1, 或 - l; 


Loi 知人 一 D 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 
6. (oi, Sëtz b=m?—n?, c= Smeta ET 


的 三 条 边 , BE b=a+1, Wm- -n =l, 并 求 出 所 有 这 样 
的 三 角形 ; 
(bi 求 出 这 种 三 角形 中 的 最 小 的 两 个 ， 


: 《a) 证 明 ; 当 且 仅 当 3(a? 一 一 了 是 平方 数 时 ， DI 24 一 1, 2a, 24+1 为 


三 边 的 三 角形 的 面积 是 整数 ; 

(b》 找 出 三 个 这 样 的 三 角形 ; 

Loi HHRH (a+ -A IEA, L än, än. 2 十 2 为 
三 边 的 三 角形 的 面积 是 有 理 数 ; 

O 证 明 上 述 情况 是 不 可 能 存在 的 . 


e uE EH. Zaty N Sa Ny=1 的 生成 元 ， 则 所 有 解 Ers Yr BI 


形式 可 写 为 
H, = (t1 +y V N) + (æy V NF, 
2V Ny, = Lu mx ANNE Lo -yV NK 


.证明 : ZE aty NS Ny =l 的 生成 元 , 则 


0<zi~yu VN <i, 


:参照 题 8 和 题 9 所 用 的 记号 , 当 RA Eef yr 将 怎样 变化 ? 
li. 


F a, tY, 2 = (3+2V 2)”, 对 7 一 二 2, 3, 4, KE GAL 
一 V3. "II, 
(a) WEBB: 4 N=3(mod Ain, Nui 1 无 解 ， 


(b) 证 明 : 1, Y1 为 Nui — Än H 2X1> 上， DI Wy z 


v (k=1, 2, -9&2 — Ny = 的 解 ,其 中 
ty t VV N = LL +y VN)”, 


WV Dr 


13. 
i4. 


15. 
16. 


17 


+ 


证 明 : 车 2NF =k Ke EE 
102- iL +12 =13 EE GE EE 的 平 
方 和 等 于 奶 外 两 个 相继 整数 的 平方 和 . 
SÉ 当 n>) 时; EE RE 
车 如 VN Ny =l 的 生成 元 , 且 对 =] 2, 0, 有 你 十 
Y, V N zs ptn MN)*, 证 明 | 
Dragt = NT — ES A 
Hie SEIL 1, 
用 题 16 的 方法 为 题 二 由 求 得 的 逼近 V 2 的 有 理 数 序列 再 增添 一 
项 


VM 
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S 21 关于 素数 的 公式 


在 数学 发 展 的 先前 一 个 时 期 中 , 人 们 曾 以 为 “函数 和 公 
式 两 词 的 含义 多 少 有 点 相同 . 今天 ， 函数 的 概念 则 更 为 一 
般 , 但 寿 一 个 函数 有 一 个 明显 的 公式 可 供 查 看 ,我 们 中 仍 有 许 
多 人 会 感到 舒服 一 点 ， 下 面 两 种 说 法 实际 上 并 无 区 别 : 
TORR n 的 最 大 素 因 子 : 


S 
J (n) =lim lim Dm 3 (1 — eos? (u! edu, 
ro 8 A0 u= 


第 一 种 说 法 更 为 简单 ， 但 第 二 种 说 法 或 许 会 使 我 们 感到 这 个 
f 更 易于 掌握 一 些 . 

公式 之 所 以 重要 , 当然 并 非 出 于 人 们 心理 上 的 需要 , 而 是 
因为 它 在 实际 中 有 用 .一 般 说 来 ， 一 个 公式 应 使 我 们 能 够 算 
出 我 们 关心 的 事 ， 因 此 ， 上 面 那个 公式 就 没有 用 文字 叙述 出 
来 的 那 句 话 来 得 有 用 , 因为 它 不 但 无 助 于 计算 , 而 且 反 而 使 了 
更 为 含糊 ， 不 过 ， 要 是 我 们 认为 公式 在 一 般 情况 下 是 件 好 事 
并 觉得 最 好 有 个 公式 的 话 ， 那 么 花 点 力气 去 找 一 找 还 是 无 可 
非议 的 ， 我 们 或 许 想 找 一 找 第 mn 个 素数 jp。 的 公式 , 但 素数 却 
如 此 杂乱 无 章 地 散布 在 整数 中 ， 甚 至 原因 也 可 能 说 不 清楚 ， 
这 件 事 既然 办 不 到 , 那么 最 好 能 够 找到 一 个 公式 , 由 它 得 出 的 
数 都 是 素数 ， 本 节 的 目的 就 在 于 首先 证 明 ， 不 存在 一 个 非常 
简单 的 公式 , 特别 是 不 存在 一 个 用 多 项 式 表示 的 公式 , 可 以 做 
到 这 一 点 ; 其 次 还 要 提出 一 个 公式 ， 即 f(m) = Lo), Cap 
# n(n=1, 2, 8,…) 都 能 得 出 素数 , 但 是 ， 遗 憾 得 很 ， 它 却 无 


法 用 于 计算 
考虑 起 来 最 简单 的 一 种 公式 是 
fin) =ant ob. 
如 若 我 们 找到 了 这 样 一 个 函数 ， 它 给 出 的 数 全 为 素数 那么 我 
们 就 会 得 到 一 个 算术 级 数 , 各 项 全 为 素数 , 公差 为 4.。， 查 一 三 
整个 素数 表 , 我 们 可 以 发 现 许 多 由 素数 构成 的 算术 级 数 , 但 其 
中 没有 一 个 是 无 限 的 , 例如 : 
3, 5, 7. 
7, 37, 67, 97, 127, 151; 
199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 
1879, 2089, 
【练习 1】 若 on 十 对 两 个 不 同 的 ” 值 均 为 素数 , 证 明 
a 与 6 ER. 
【练习 2] ( 选 做 ) Æ 2ta, 证 明 : 对 两 个 以 上 相继 的 mm 
H, anto 不 可 能 都 为 素数 . 
尽管 有 上 述 一 些 局 部 性 结果 , 我 们 现在 却 要 证 明 , 任何 算 
术 级 数 都 不 会 只 产生 素数 , 假定 cn-+5 一 p, Pp 是 一 个 素数 ， 令 
m=n+kp, k=0, 1, = 则 级 数 的 第 mx 项 为 
an, tb=a(n+kp)+ b= (an+b)+akp=p+akp, 
XER b ERRER p 整除 .于 是 级 数 各 段 的 第 2 WII pH 
除 ( 因 为 这 些 入 每 隔 2 个 数 出 现 一 次 )， 因而 此 级 煞 包 含 了 无 
限 多 个 合 数 . 
数列 {gn 十 6} 中 不 可 能 全 为 素数 , 但 很 自然 地 要 问 : CR 
全 包含 了 无 限 多 个 素数 呢 ? 狄 利克 雷 定理 给 出 了 管 案 若 
(a, 8) 一 1， 则 {fan 十 引 包含 有 无 限 多 个 素数 ， 例 如， 数列 
{4m 二 1} 中， 就 有 素数 5 13，17，29，37，41， e WF {1127 
十 ?} P, A T, 19, 31, 43、67,…， 狄 利克 雷 定理 说 明 ， 在 这 


两 个 数列 中 , 我 们 永远 找 不 到 最 后 的 素数 ，(a, 9) =1 这 个 条 
件 显 然 是 必要 的 ，{6n-+3} 只 含有 一 个 素数 ，{62 十 分 中 一 个 
RIERA. 犹 利 克 雷 的 重大 成 果 就 在 于 证 明 ， 这 个 条 件 也 
是 充分 的 ， 这 一 定理 的 让 明 绝 非 易 事 ， 我 们 就 不 想 证 了 ， 进 
一 步 说 , 我 们 不 仅 可 证 数列 {fan 二 0} (其 中 (o dD ==1) 中 存在 
无 限 多 个 素数 ,而且 还 能 估计 出 这 些 索 数 的 分 布 情况 ,在 这 个 
数列 中 ， 小 于 A 的 素数 个 数 大 臻 上 等 于 Wj$(a)log A, 其 中 
P KTR ER FY RR B, 

现在 我 们 来 证 一 个 定理 ， 它 说 明了 算术 级 数 的 特性 有 点 
象 整数 序列 ， 而 且 还 能 使 我 们 看 出 一 个 级 数 可 以 包含 着 多 少 
个 全 为 素数 的 相继 的 项 . 

定理 1 者 ?fc， 则 序列 {an 十 9} 经 过 分 段 ， 可 使 各 有 段 的 
第 2 项 都 能 被 p 整除 . 

征明 Do 故 六 与 4 互 素 ， 即 有 整数 "和 s 使 pr 十 


CS 一 [， 今 


则 


Np kp--bs, k=1, 2, e, 


any + b =a (kp—bs) +b =akp— bas+ b 
=q4kp—b(L— pr) +0b=akp—b+bpr-+ò 
=p(ak-+0br). 

因此 ,对 每 一 久 k=l, 2, +, # p| (ant b). D nitin = p, 
W oz 二 0 每 隔 2 一 1 项 出 现 一 次 . 

由 定理 工 可 得 , 若 Ha, WEZ {an 十 9} 中 每 隔 一 项 就 有 
一 数 被 2 整除 ， 因 而 该 序列 不 可 能 相继 地 有 四 项 或 更 多 的 项 
都 不 是 合 数 , 而 且 若 有 相继 的 三 项 都 不 是 合 数 , 则 其 第 二 项 必 
定 是 2， 一 般 地 ， 若 pra, 则 {an+b} 中 不 可 能 相继 地 出 现 
2p 一 1 个 以 上 的 项 都 不 是 合 数 ， 而 且 要 是 相继 地 出 现 2p 一 1 
项 部 不 是 合 数 , 则 位 于 其 中 间 的 那个 数 必 为 p; 而 在 其 它 情 况 
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下 , 至 多 只 能 有 %p 一 1 个 相继 的 项 均 非 合 数 . FE, ERNE 
找 一 个 算术 级 数 , 使 它 包 含 12 个 相继 出 现 的 素数 ， 公 差 4 就 
不 能 随便 选取 ， 要 是 2, 3, 5, 7, 11 在 级 数 中 不 出 现 , 公差 就 
应 被 2.8.5.7.11=28310 整除 ， 至 今 所 知 , 最 长 的 全 为 素数 的 
算术 级 数 一 共 有 16 项 
223092870n 二 2236133941 (n=0, 1,…:, 15). 

既然 线性 公式 不 能 当 作 只 生成 素数 的 函数 ， 下 一 次 要 试 
的 就 是 二 次 函数 ; TE 能 对 所 有 整数 都 是 素数 吗 ?我 
们 同样 能 够 获得 某 毕 结果 ， 例如， 车 (02) =n 2ni, D 
4 n= 一 88， 一 27，…，17 (这 串 数 一 共 由 56 个 相继 的 整数 所 
组 成 ) 时 , f(n) 都 不 是 合 数 ， 但 了 (18) =703= 37.19. (注意 ; 
“不 是 合 数 ”并 非 “素数 ”的 同义词 ， 如 工 既 不 是 合 数 也 不 是 素 
š. 因 了 (0) =1， 故我 们 不 能 说 了 (nn) 对 这 56 个 相继 的 整数 
都 是 素数 . ) : 

【练习 3] 利用 同 余 式 证 明 ， 上 述 f(x) 对 任何 % 均 有 ， 
Ffa), Fn), THF Cn), 

【练习 4] WEH: 6 n= —i(mod 19), W 19 f). 

【练习 5] CARO 证 明 : 4 n = — 1 (mod19) 时 ， 
19! FCn). 

含有 很 多 素数 的 二 次 函数 的 另 一 个 著名 例子 为 姑 -Fzm 十 
41， 它 对 于 80 个 相继 整 fr n= — 40, 一 39,…, 39, 不 仅 都 
不 是 合 数 , 而 且 都 是 素数 ， 目 前 ， 它 还 是 冠军 : 还 不 知 有 哪个 
二 次 函数 能 一 连 串 地 产生 80 个 以 上 的 数 都 不 是 合 数 ， 鉴 于 
素数 随 着 整数 的 增 大 而 渐 趋 稀 朴 , 因此 也 不 是 没有 理由 猜想 ， 
再 也 不 会 有 别 的 二 次 函数 能 够 相继 地 产生 80 个 以 上 的 数 都 
不 是 合 数 了 ， 要 在 近期 内 解决 这 一 猜想 ， 希 望 是 渺茫 的 ， 目 
前 已 经 知道 的 是 , 形 为 w+2 十 4(4>41) 的 二 次 通 数 中 , 没有 
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哪 一 个 能 对 =0. Il 才 一 2 全 都 给 出 素数 ， 这 是 从 1967 
年 才 得 到 证 明 的 一 个 很 难 的 结果 中 推 知 的 . 
任何 二 次 函数 都 不 可 能 只 给 出 素数 ， 设 
fin) on onte=nD 
对 基 冯 是 读数 ， 也 即 oui Chn-Lezsst/mod ni, A n =n kp, 
k=0, Lee, M 
Fnr) = alint kp)? -b(n kp) +e 
= an? +- 2ankp+ak° p tbn +bkp+e, 
即 fnr) =an? tbn +e=0 (mod p), 
XJ AE— k, FfOn ABRED p REE. BE, JFF an tontes 
段 后 , 每 段 的 第 2 项 就 都 能 被 2 整除, 故此 序列 包含 了 无 限 多 
RX. 
RIENE TAk R E, BR e, SI 
z, D. CARFI ASERT, dae tinteo EBAREAALNE 
TRAE? TI "mr, DRA AA E E E 
理 . 事实 上 ， 至今 尚未 证 明 , Ww 十 1 能 无 限 次 地 成 为 素数 ， 虽 
然 看 起 来 不 大 可 能 会 不 是 如 此 .， 
我 们 也 许 已 经 发 觉 , 用 三 次 多 项 式 来 代表 素数 , 并 不 会 比 
REMAR. 这 和 古 正 确 的 .和 右 二 是 一 个 任意 次 多 项 式 ， 
ZcH KR n, 了 GW = 二 Dp 是 素数 , 则 可 以 证 明 , 对 所 有 ,=0,1.， 
eu 必 有 PIf(n+kp)， 其 证 明 S UARAN KEN EN 
清 况 完全 相同 ， 此 外 ,还 已 经 知道 , 若 了 和 9 均 为 多 项 式 ， 那 
A, BRIE n 充分 大 时 [00/9(?w)] 变 成 了 常数 ， 否 则 [了 (m) 
/9 (nn)] 也 不 可 能 对 所 有 部 给 出 素数 . 
万 一 方面 ,我 们 可 以 造 出 一 个 多 项 式 , 它 能 相继 地 给 出 我 
们 所 需 数 量 的 素数 值 ， 因 为 我 们 可 证 , 根据 Q 十 1 个 任意 给 定 
的 值 , 总 可 以 造 出 一 个 & 次 多 项 式 ， 例 如 , 若 
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60f(z) = Tg” — 85r + 3855x" -51527 二 4182 十 180， 
则 我 们 有 n 0 } 2 3 4 P 
fn) 383 5 7 11 123 Ur, 
可 造 出 一 个 类 似 的 多 项 式 取 81 个 相继 素数 的 值 , 但 其 次 数 将 
是 80, 

RAA T ETR, 很 自然 地 会 想 用 指数 函数 来 试 一 试 。 

GEES 
(2 = [(3/2)"], 
MX n=2, 3, 4, 5, 6,7, f) 全 为 素数 (其 函数 值 分 别 为 
2, 3, 5, 7, 11, 17), 但 f(8) 一 25， 而 且 这 一 串 数 中 下 一 个 素 
数 将 是 了 (21) =4987， 谁 也 没有 证 明 过 ， 象 f(n) = [的 这 样 
一 个 公式 不 能 总 给 出 队 数 , 我 们 也 不 知道 0] 是 否 会 无 限 次 
地 给 出 素数 .这 样 一 些 问 题 看 来 是 极为 困难 的 . 

不 过 , 也 的 确 存 和 枉 一 些 可 用 简单 公式 玫 出 的 函数 ,它们 总 
代表 宗 数 .我 们 将 介绍 称 尔 士 Mills) 的 一 个 引 人 注 目的 结 
R, 并 且 部 分 地 给 出 证 明 . 

定理 2 存在 一 个 实数 6, 使 [VY] 对 所 有 n(n 一 1,，2,…) 
都 为 素数 . 

我 们 将 看 到 ， 这 一 定理 所 包含 的 内 容 并 不 如 它 的 外 表 那 
FREH. 在 我 们 将 它 的 证 明 完 成 后 ， 就 更 会 感到 它 并 不 那么 
值得 令 人 注目 了 .证 明 中 给 出 了 9 的 构造 方法 ， 但 这 一 方法 
却 依 赖 于 能 否 识别 出 任意 大 的 素数 ;但 要 是 我 们 已 能 识别 出 
任意 大 的 素数 , 也 就 没有 必要 找 出 一 个 公式 了 . 

证 明 中 , 我 们 要 用 到 数学 分 析 中 的 两 个 定理 . NW 

定理 JFJ) Ua, Uo, U3, …, Un … 上 有 和 界 且 非 下 隆 , 则 
当 % 无 限 增 大 时 ,此 厅 列 必 有 一 个 极限 9. 

换 句 话说 , Sp M ERRAR n A u <M, 且 对 所 
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F nmn=l, 2, …) B Mein, 则 在 在 一 数 0， 当 无 限 增 大 
时 , O 与 4 之 差 三 得 任意 地 小 . 这 个 定理 和 下 面 的 定理 我们 
部 个 证 了 . 

定理 ”大 序列 加，ve，*3，…，2o，…… 于 有 界 且 非 上 升 , 则 
当 n 无限 增 大 时 , 此 序列 必 有 一 个 极限 D. 

我 们 将 记 


lm Gëf d lim Un 一 p, 


Ai aR A A n nd FERR u RRA OT. 0 
式 也 有 相应 的 读 法 . 

定理 2 的 证 明 ”此 证 明 还 依赖 于 下列 定理 存在 一 个 整 
aA, H n> Ap, WA- ARN nei 
(1 <p < (ail. 
这 个 定理 我 们 将 不 予 证 明 , 它 的 证 明 依 赖 于 黎 曼 (Riemann)g 
图 数 的 深刻 性 质 ， 我 们 将 用 D 来 求 出 素数 的 一 个 序列 ， 并 
UMRE On RAD Së mai 2, =, 
S Dari 为 满足 下 式 的 系数 : 


(2) Pr LPa EIER i 
EEO AA n 这 样 的 素数 都 存在 
(3) Un = Pa g Uu (a tD’, 


n=1, 2, =. 我们 看 到 ， 当 郊 增 加 时 ， 心 也 增 加 ， 这 是 因为 ， 
由 《2)， 
(4) Hanten "(DÄ SPa = 
L, {2 让 是 下 降序 列 ， 因为 由 (2 ) ， 
(5) Vari = (Para HID (oa t ll UI 
= (pm HÍ)’ =, 
由 (3) 显然 知 , u<. Dk. 由 于 (5), 得 
ULOL Una LLD, 
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WIE Nn, un, 同样 , 由 (4) 我 们 有 

D> Un > UA tU, 
故 对 所 有 %, ant, 这样 ，{ WAEA o, DES oi 上 升序 
列 , 因而 un 有 一 极限 , 把 它 叫 做 48， 同时 ，{%+ 是 以 人 为 下 
界 的 下 降序 列 ，{2,} 也 有 一 个 极限 ， 把 它 叫 做 BB， 由 于 对 所 
A n, D gäe AEOS, ERE, HF ieis En, Zeit 
降 , 对 所 有 m, 我 们 有 

Un H at Ai 
于 是 ,对 所 有 n， 有 
ws LO < 0 

但 根据 Un 和 wv 的 定义 , 有 

Us Ba 2 一 人 十 二 


所 以 ， EE EAR 

HOT ”位 于 两 个 相继 的 整数 之 间 . 故 对 所 有 多 
[0 J=p, 

Ze Er 


由 4 的 作法 我 们 可 知 ， 对 9 的 认识 与 对 所 有 素数 的 认识 
在 本 质 圭 是 同一 回 事 ， 因 此 ， 这 个 定理 也 许 能 给 我 们 一 点 兴 
趣 , 使 我 们 看 到 了 一 个 巧妙 的 想法 是 如 何 简 洁 地 实现 的 , 但 是 
它 实 际 上 并 没有 告诉 我 们 以 前 我 们 不 知道 的 任何 东西 .只 有 
当 我 们 能 用 不 依赖 于 所 有 素数 的 某 种 方法 来 发 现 9 的 值 时 ， 
这 个 定理 才能 显示 出 它 的 重要 性 ， 但 看 来 不 大 可 能 做 到 这 一 


J ğ 
1. 求 一 个 二 次 多 项 式 了 使 1(0)=2, 了 (1) =3, TO-5 
2， 写 出 一 个 公式 y 一 了 (m), 使 对 所 有 n=1, 2, …, y 均 为 素数 ， 


LA 


2 Paint lait, E; E n, ed 11} f(n), 
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A 


E! 


FF $ 


AO CO N A 


13. 


(ER 


16. 


证明:， tlinti 决 不 能 被 32, 3, 5 或 ?7 整除, 
哪些 素数 整除 人 十 29? 


哪些 素数 整除 好 2 十 22 二 3， 


. 车 0<a<100, 日 an2+n+1 永远 不 能 被 2, 3 或 5 整除 , 则 4 可取 


哪些 值 ? 


. 证 明 ， 若 对 某 n, DRA p 整除 以 + 二 条, W (p 十 1)? 人 4 一 红 是 


对 模 p 的 一 个 二 次 剩余 . 


三明， 在 了 为 素数 ,对 某 多 和 n>0, 有 p14", HAr ==0， 1, WW {7 


p| (at kp)”, 


-AJ A-ZET EF =p HRR EHk, fI plf Cathp). 

. f) =sina( (L+ (n1) AD DEn. HANA n 为 党 数 时 ， 
fm) 一 0. 

:尼姑 表示 第 守 个 素数 ,并 令 


0= $ p,/10”--0. 2003000050000007... 
n= , 


十 明 : Pa = [100] -107-110 —}0], 
证 明 ， 当 且 仅 当 w+1 不 是 奇 素数 时 ， 前面 ?个 正 整数 之 和 整除 它 
们 的 乘积 . 

证 明 ， 一 个 亲 素 数 可 以 表 为 一 个 以 上 的 相继 的 正 整数 之 和 , 且 其 
表示 方式 是 唯一 的 . 


.考虑 一 张 无 限 的 小 , 它 的 汞 五 行为 


11 


DA BO 


[一 
0 = 


143 
1547385 

(a) 此 表 是 怎样 复出 来 的 ? | 
(bi 证 明 第 % 行 一 共有 21 A, EROA 3"-1 二 1 
been 
(D WER: HERY nEn pE E TEE 
R= (Catalan, 1876 年 ) 发 现 ， $r Duc, Pry 2—1, 则 对 天 = 
l, 2, 3, 4, p 是 素数 .也 许 对 所 有 ps 部 是 素数 ， 这 是 一 个 很 
难 解决 的 猜想 ,因为 {pg 对 上 升 得 非常 快 ，p; 大 约 是 几 位 数 ? 
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一 ] 
A bi 


$22 x(x) 的 界限 


要 判定 一 个 具体 的 大 数 是 不 是 素数 ， 往 往 是 件 困 难 的 工 
作 , 但 要 知道 一 个 给 定 区 间 内 有 多 少 个 素数 , 我们 倒 能 相当 精 
在 地 说 出 这 和 死亡 座 统 计 宸 的 概念 差不多 .， MERAN 
表 能 够 精确 地 预计 下 一 年 度 中 会 有 多 少 ?2 岁 的 人 死去 ， 但 
它 不 能 将 其 体 的 人 一 个 个 挑 出 来 . 设 rz) 表示 小 于 或 等 
于 z 的 素数 个 数 ，( 注 意 ， 本 节 中 的 zw, y, z 将 不 再 局 限于 
取 整 数值 ， 但 其 它 小 写字 母 仍 表示 整数 ， 只 有 是 例外 ,，e= 
2.7182818284590452…. ) 本 节 的 目的 是 导出 x(z) 在 = 很 大 
时 的 界限 ， 为 此 , 我 们 必须 用 到 自然 对 数 函 数 的 某 些 性 质 . 若 
我 们 用 e RR RH il Tat, 2 …) 的 
航 限 , 则 对 任何 * 之 0， 可 用 

q = Cl 
KEX e 的 自然 对 数 ( 记 为 log eg Ing). EI: y 
AHEM z, 自然 对 数 有 下 列 性 质 : 
log zy 一 ijog2 十 Iopc y, 
log w= zlog z, 
为 外 还 有 Lm(log%)/%=0. 
2 的 日 然 对 数 随 着 > 增 大 而 增 大 ， 但 增 天 的 速度 逐渐 杰 慢 下 
图 给 出 了 它 的 部 分 图 形 ， T 的 几 个 近 们 信 列 出 如 下 ` 
e 0.01 0.1 1 2 3 10 500 1000000 ` 
logs 一 4.6 —2.3 0 0.7 1.1 2.86.2 13.8 
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除了 自然 对 数 的 上 述 性 质 以 外 ， 我 们 还 要 不 加 证 明 地 应 用 另 
一 结果 ( 引 理 6), 利用 这 些 性 质 和 引 理 6, 我 们 将 要 证 明 严 (z) 
的 增 大 速度 大 致 与 2/log x 相同. 


d 


schief: 


[练习 1】 al8), r2), zx(3.2), (四 各 是 多 少 ? 
7(w) 可 2/1logzx 的 增 大 速度 大 致 相同 , IX E ee MA RAE 
资料 中 归纳 出 米 的 .如 果 你 研究 一 下 ww (zw) 的 下 列表 格 : 
z 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
ein 25 46 62 78 95 109 125 139 154 168 
£z 10,000 100,000 1,000,000 10,000,000 100,000,000 
(æ) 1,229 9,592 78,498 654,579 5,761,455 
并 计算 ala 5 sloge 之 比 ， 你 就 会 发 现 这 个 比 售 留 于 0.9 
和 工 .2 之 间 , 县 似乎 随 着 % 的 增 大 而 超 近 于 工 本 于 我 们 将 要 
(1) 5< m(æjlogs ` 10 


CH 


£ 3 


EJIRE ERRA RAN, RIE T EAEN 


( 当 ?>400, 000 DÄI. 


更 好 第 果 . RKE, 


(2) mTl mlog a 区] 


P riaa drati 


A 
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这 就 是 有 名 的 “素数 定理 . (1) 中 不 等 式 是 由 切 比 雪夫 
(Tehebyshev) 在 1850 年 证 得 的 (他 所 用 的 常数 比 400,000， 
1/3, 10/3 还 要 精确 些 )，(2) 的 历史 在 1780 年 就 开始 了 ， 那 
时 , 勒 让 德 猜想 ， 


T 
F(2) = oge 1.08366 


JE aCe) 的 一 个 良好 的 逼近 式 ， 他 大 概 也 是 在 与 (2) 同样 的 意 
义 上 说 的 , 即 
Dm (2)/f (2) =i. 
1792 Æ, 高 斯 提出 了 一 个 函数 ， 它 比 勒 让 德 的 猜想 要 更 符合 
实际 得 多 ， 1859 年 ， 黎 曼 曾 试图 证 明 (2), 他 的 证 明 虽 不 完 
整 ， 却 包含 了 要 求 得 完整 的 证 明 所 必需 的 一 些 思想 ， 尽管 如 
此 ， 一 下 到 1896 年 ， 阿 达 玛 (Hadamard) 和 达 拉 瓦 勒 布 又 
(De la Vallée Poussin) 才 各 自 独立 地 证 明了 素数 定理 ， 今 天 
仍 有 人 在 研究 如 何 改进 这 一 定理 . 
为 了 证 明 (六 ,我 们 引进 一 个 新 函数 ， 设 
0(%) = 2 log p, 


这 一 图 数 似乎 没有 mo) = 21 WAER, BATE C E 


易于 处 理 ， 这 两 个 函数 间 的 关系 由 引 理工 给 出 . 
引 理工 HMA >l Ze 
dia? — Q (v2) m zla) — (a2) < ACIC) — 0 (æt ?)) o 


log 2 log æ 
证 明 我 们 有 
A. log st? < A ` log px DCH log æ, 
即 有 
(3) age 5 is Iencee 21 
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ID S 2 l= Al D 1=r(@)-ale’), 
par pagi? 


lef 
>D logp™=0(z)—0(v *), 
Tl pagr 
因此 (3) 奔 成 为 
1 (x Lei _ (£12))1og IER 一 VII 


< Av)— mlr”) log s, 
这 等 价 于 我 们 欲 证 之 不 等 式 ， 
我 们 以 后 会 看 到 ， 与 m(z) 相 比 , stat "1 可 以 略 而 不 计 ， 
也 就 是 说 


bw) 本 0(w) 相 比 也 是 如 此 .如 果 我 们 将 这 两 项 略 去 ， 那 末 

引 理 1 说明 , ale) 与 6(o)/logz 以 相同 的 速度 增 大 ， 因 此 要 

证 明 =(z) 增 大 的 速度 与 w/log e 相同 , 只 需 证 0(z) 增 大 的 速 

ES e 相同 就 行 了 。 我 们 还 发 现 ， 另 有 一 个 函数 ， 它 看 超 来 

比 0 复杂 , 但 处 理 起 来 倒 比 较 方便 ， 令 

(4) 由 (00 一 OZ 十 OO 十 OUCCUY3 十 

可 注意 到 , 它 的 和 式 只 有 有 限 项 , 这 是 因为 , 当 zxY"<2 时， 
Do) 一 人 log n=0, 


因为 在 此 和 式 中 已 经 没有 什么 项 了 . 
【练习 2】 证 明 (4) 中 最 后 一 个 非 零 项 为 6(zWm)， 其 中 
m= [log /log 21. | 
由 练习 2 可 知 , (4) 中 和 式 包含 的 项 数 不 超 过 21og x， 
【练习 3】 说 明确 是 这 样 , 即 证 : [log%/log 2] <<21log z. 
【练习 4]( 选 做) 计算 (32). 
现在 我 们 来 证 一 个 引 理 , 它 将 上 溃 和 9 联系 起 来 ， 在 某 种 
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蕊 多 上 说 ,这 一 引 理 也 是 我 们 各 个 引 理 中 最 弱 的 一 个 , 而 且 你 
在 后 面 将 会 看 到 ,这 也 正 是 定理 工 由 z 为 什么 要 大 于 400, 000 
的 原因 . 
引 理 4 HA cl, A 
Lei — a7 log’ ves) <y Ce), 
ER ”首先 我 们 求 0(w”) 的 一 个 上 界 ， 根据 定义 ， 
Ha 一 2i, OBP. 


此 和 式 中 最 大 的 一 项 不 大 于 logzr”, 且 此 和 式 至 多 只 有 
To Taina" (因为 整数 个 数 至 少 和 素数 个 
数 一 样 多 ), 我 们 有 | 
O(a nie nilo zim 

将 此 用 于 (和 9 ,我 们 得 

ple) Olr) =0 x) HOCA) He 

<s? log ZU2 十 而 oa 
上 述 不 等 式 右 端 各 项 都 以 z log a? H ER, 且 我 们 已 经 知 
道 , 它们 的 项 数 不 超 过 2log x, wA 
dia) —0 (r) < (r log r?) 2log x= gt log? x, 


所 以 ， O(a) >p (72) — 2log? z, 
又 由 由 的 定义 知 , HKA e, A 
deischter, 


这 两 个 不 等 式 并 在 一 起 , 引 理 即 可 得 证 . 

引 理 2 表明 , A Ye) 增 大 的 速度 与 = 相同 , 则 6(z) 的 增 
大 速度 也 与 相同 。 而 我 们 的 目标 在 于 : 利用 小 (w) 造 出 一 个 
DR. 它 具 有 不 依赖 于 素数 的 形式 , 于 是 我 们 就 能 相当 精确 地 
估计 它们 增长 得 多 快 ， 然 后 将 它 的 增长 速度 与 由 的 增长 速度 
联系 起 来 ， 再 利用 引 理工 和 引 理 2 回 过 头 来 与 的 增长 速度 
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联系 起 采 ， 设 2z) 定义 为 


(5) = KE Eyal D + /3) + 
ENEE E HI kee EEN AR G, 我们 可 
将 SS (2) 写 为 : 


(6) S(r}=6(2) H0 2 十 CO 十， 
-0D HOD) FO (L/D) EE 
| -O (2/3) +0 (r8) D HO E/I) e, 

注意 , (5) 和 (6) 中 的 和 式 均 只 有 有 限 项 , 每 一 行 和 式 中 必 有 这 
样 一 项 , 在 这 一 项 以 后 ,函数 的 自 变 量 很 小 , 以 至 于 相应 的 函 
数值 都 为 零 . 

【练习 8】( 选 做 ) (6) 的 右 端 大 约 有 多 少 非 零 项 ? 

你 可 能 会 想到 (也 应 该 想到 ): “会 有 人 想到 要 考虑 象 SC2) 
这 样 一 个 函数 吗 ? 切 比 雪夫 就 考虑 了 这 个 函数 ， 而 且 ， 要 是 
你 有 人 切 比 雪 夫 的 才华 ， 又 曾 在 相当 长 的 时 间 里 孜孜 不 倦 地 而 
义 局 于 想象 地 研究 过 由 (z) 的 佑 值 问题 , 那么 你 也 很 可 能 会 想 
到 去 考虑 这 一 和 式 的 . 这 的 确 是 件 相当 自然 的 事 ， 人 们 后 来 
的 认识 了 吏 无 可 辩驳 地 说 明了 这 一 点 ， 

【练习 6】 (6) 中 第 二 行 最 后 一 个 非 零 项 是 什么 ? 第 二 
列 中 最 后 一 个 非 零 项 是 什么 ? 

我 们 现在 来 算 一 算 logw 在 (6) 的 右 端 一 共 出 现 了 多 少 
次 ， 站 先 看 一 看 它 在 第 一 列 中 出 现 了 几 次 ; 当 且 仅 当 p<z/m 
时 ,logp 出 现在 Om) 的 和 式 中 ， 也 就 是 说 , 若 m 的 值 满 
E MST/p, log p 议 在 Oz/m) 的 和 式 中 出 现 ， 这 种 整数 一 共 
有 e/o] 个 . 在 第 二 列 中 , 当 且 仅 当 p< (e/m), 也 即 当 且 
X msSe/p 时 ,logwp 在 0((z/m)*3) 的 和 式 中 出 现 ， 因 此 ， 
z m=1, 3，…，[z/ if, Æ 0em)" 中 就 有 jlogp H 
W. 用 同样 的 方法 可 证 , log 在 (6) 的 第 三 列 中 出 现 [z/g] 


次 ， 如 此 继续 , 我 们 就 证 明了 : 
an ër 的 和 式 中 , ker 刚好 出 现 82) 次 ,这 
里 的 Ss(z) 为 | 
So(o) = Lei -+ Led) + Leif) + 
【练习 7】 这 也 是 一 个 有 限 和 蚂 ? 
【练习 8】( 选 做 ) 证明 
2 0(@/m)= X [e/p]log p. 


384 能 整除 n! 的 p 的 最 高 次 暴 为 Dln), 

证 明 2 的 每 个 倍数 ， 只 要 小 于 或 等 于 mn, 都 为 n! 增加 
2 的 一 个 医 次 , 这 种 倍数 一 共有 n/p A e 的 每 个 倍数 也 为 
n! RET Hä LEE, EIER AE [n/p] 如 
此 类 推 , pr 的 倍数 提供 的 2 的 宕 次 一 共有 [n/p 站 个， 因此， 

. [n/p] + [n/p] + [n/p] +- 

为 指数 的 2 的 乘 帮 恰好 整除 %!. 

【练习 9】( 选 做 ) 3 引 理 4 中 的 和 式 到 底 有 多 少 项 

【练习 10】 1111! 中 含有 多 少 个 因子 11? 

【练习 11】 WEH; [2/%] = [[zj /ngj. 

借助 于 引 理 4 我 们 可 将 8(4) 改写 成 不 明显 地 涉及 到 任 
何 素数 的 形式 . 

引 理 5 HAA el, 

S(a) = Z logn, 


”可 以 认为 , 地 引 理 是 舍 计 aech 的 关键 的 一 步 。 在 证 明 这 

一 引 理 后 , 我 们 就 要 求 出 S(z) 的 增长 速度 , 但 这 不 过 是 一 件 

普通 的 事 而 已 ， 这 件 事 也 做 好 以 后 ， 我 们 就 要 回 过 来 再 将 

A(w) ala) 联系 起 来 , 而 这 也 同样 是 一 件 普 通 的 事 . 
41go — 


LL véi a 


引 理 5 的 证 明 由 (6) 我 们 知 , S) 是 一 些 形 为 log Pp 的 
项 的 一 个 和 式 ， 由 引 理 3 可 知 logp 在 此 和 式 中 出 现 的 次 数 . 
正好 是 Sei, 因此 ， 
(7) Slx) =S x) log 2+ Sas(w)lopg 34-5; (x)log d+ 
— log (QSO ZEPS), 。 di , 
A-H E, 
(8) [a] ! == DEDE), 


这 里 ,根据 引 理 和 4, 


oli [[e]/p] + [1e]/p] + [zl /p+ 
但 由 练习 11, 对 任何 pik 有 ， Loi Kg == [27 人 ’ 故 知 SIE 
=S). ATX A, 我们 比较 (7) 和 (8) 可 知 ， 
S(x) = log fz] ! = D log n= 之 log n, 
引 理 得 证 . 
【练习 12】( 选 做 ) ”对 z 的 某 几 个 值 近似 地 算出 5 o), 
并 估计 它 的 增长 率 . : 
为 了 发 现 S(w) 增长 得 多 快 , 我们 需要 数学 分 析 中 的 一 个 
结果 , 这 一 结果 我 们 将 如 以 承认 而 不 子 证 明 . 
引 理 6 对 任何 整数 n, n=, 有 


m n p p n d 
(sa 人 
E € 


这 一 引 理 给 出 的 是 一 个 有 名 的 结果 (Stirling 公式 ) 的 一 
种 较 弱 的 形式 . 如 果 你 记得 自然 对 数 的 底 。 的 定义 ， Wn A) 
归纳 法 证 明 这 一 引 理 .由 此 引 理 可 得 
SET ”对 任何 整数 %, n>, 有 
nlogn—n<S(n) <nlogn—-n+log n, 
证 明 由 于 
(ni > log k=logn!, 
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HRIH 6, 我 们 有 
Ginis-lopn (=) =log n+ n(log n—log e) 
=n log n—n+ log n, 
Ò (n) >log( Y =n]ogn—n., 


引 理 7 WH, 4e 为 整数 时 ，S(z) 的 特性 大 致 上 有 点 象 
rlog x.， 即 使 2 不 是 整数 ， 这 也 是 正确 的 。 我 们 用 普通 的 计 
算 还 可 证 得 . 

引 理 名 IIIe, et, B 

vlog s—gr—loggz—1<S(r)<zrloggs—ge+log 0， 

我 们 略 去 详细 的 论证 , 因为 证 明 起 来 较为 乏味 . 引 理 8 说 
D. S) 与 rlogz 以 同样 的 速率 增长 ， 现 在 我 们 要 证 , Yo) 
二 必 也 以 同样 的 速率 增长 . 我 们 需要 进行 更 多 的 计算 , 而 作为 
开始 , 我 们 要 用 到 另 一 种 巧妙 的 想法 , 它 是 我 们 从 切 比 雪夫 那 
里 学 来 的 ， 考 虑 S(w) 一 2S(w/2), 根据 S(z) 的 定义 , 我 们 有 
(9) S (æ) —2S(%/2) 

=h) — ps/2) the bied ite 
根据 引 理 8, 我 们 可 得 S(2) 一 2S(z/2) 的 上 下 界 . 当 wz>7 时 ， 
2) 一 29(27/23) 委 0]ogz 一 0 十 log v 
一 和 Jog23 十 838Iogz 十 2 一 21og 2. 
在 另 一 方 加 上, 我 们 有 
S(T)—28(%/2)>7r10g EEN SEET 


Ze Fi +y 必 

Tre D -— T D 一 - -一 一 一 十- meet Nee 
2( 5 108 5 3g SI 
~wlor 2~31l0pw+21l0g92—1., 
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我 们 将 这 两 个 不 等 陈 合 并 在 下 列 引 理 中 . 
5| 理 3 对 z>7 有 
o Joe 2—83 log s—-2log2—1<x<S(s)— 25 12/2) 
<wlog 2-əlogzr--2—2log 2, 
我 们 的 事 就 要 做 完了 ， 注 意 ， ka Bini PONAM 
大 , 这 古 因 为 ， 
(EE AE RTE ED 
Dächer HIT n, O E) 都 不 增 大 ， 因 此 ， 
S(r) — 28/2) =pl) — pla 2) ple) — 
是 一 个 逐 项 非 增 的 交错 级 数 , 故 它 写 成 下 列 形式 时 
S (æ) — 25 (w2) =pl) — blr D — hla) ) 
rie Ae E 
KI 27 P S (© —28 (2/2) RSA); 
LMR EIR FEA: 
Sa) — 28 (8/2) = Gbe) — ple 2)) 
+ ter tard, 


EN S(T) —28(@/2)>4p (a) — (22). 
Ait, RIA 
(10) ha) t, DSS — 2N DSa), 


40) 中 右边 的 不 等 式 为 ple) 给 出 了 一 个 下 界 ， 而 由 引 理 9， 
我 们 有 
dia) Loi —25 (s, 2 人 21og2 一 8log2z 十 2log 2—1, 
由 此 我 们 司 得 下 列 结 论 : 
引 理 10 EK HEET 
证 明 显然， 当 了 一 ce pi, (3log s—? log 2 十 1 /rx LES 
PaT, #e>150, Ng F ei- 148. A 10, 必 有 
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DE 1 8.5—1.4+1 
Et tT co., 
der a zz 150 时 ， 

log 2—83 log zt 3loe 2—1 >r(og2—0.1)>x/2, 

又 , 显然 ， 对 于 充分 大 的 x, 可 以 证 明 对 任意 s>0, 有 
Yæ) Zoog2 一 引 ， 这 是 毫 无 困难 的 , 因为 从 素数 定理 推 知 ， 
当 2-> co 时 ,由 (2) /a->1, ER, a EA kt, 对 任 一 >0， 
RAPD 8). 

欲求 沙 的 一 个 上 界 , 我 们 需要 一 个 更 为 巧妙 的 办 法 , 它 包 
含 在 以 下 两 个 引 理 中 z 

引 理 11 对 z>403, 有 由 (2) 一 上 (vw/2) <3%/4. 

和 证明 ”由 (10) 和 引 理 9, 我们 得 

(Cd ECH EECHER 
<z log 2-4-3 log xv+2—2lo 2, 
显然 , 当 z 一 co 时 ，(8log xz 十 2 一 2log2)/w FEFEFE. # 
2>403( 选 取 此 数 是 由 于 o -403.4.…), 则 此 分 数 至 多 是 
18+2—1.4 
403 
因此 ,对 zz 二 403, 我 们 有 
vlog 2+3log¢wt+2—21log2<2z(0.694+0.05) Sail 
引 理 得 证 . 

有 了 引 理 11, 我 们 就 能 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 12 若 z>403, 则 由 (zw) 志 32/9. 

证 明 由 引 理 11, 我 们 得 


: Äre, 3x 
pæ) T5 S p (2/2) 一 本 


右 重 复 应 用 此 式 , 则 对 任 一 整数 7 我 们 有 
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<0.05 


drai -- hin ai Sa < p (2/8) = Te 


< he/ 2") i. 
n NEIRE, BA plr?) = 
【练习 13] ( 选 做 ) RECH 是 指 多 大 ? 
对 于 这 个 充分 大 的 n, 我 们 就 有 
3x 


3 
山 (2) -5 S o gn+l <0, 


引 理 得 证 . 
取 后 , 我 们 可 证 
定理 1 若 2Z>>400,000， 则 有 


证 明 我 们 有 
Olai" log nc, 之。 Joen 
最 后 这 一 和 式 中 共有 (2) 一 xn (213) 项 Bim rh 
logat”, 因此， 
0 x) > (alx) ~m (a?) ) log wv > (a(s) — log e, 
HI mæ) -grt < SES 


HYRE, RTA Y) >g), Sé 
EE Lal? 
log æ ` 


应 用 引 理 12, 我 们 得 ,对 zx>408,， 有 
2 ,3% 


Lo 1/2 


jogg 2 
此 外 , 容易 看 出 , 当 v>400, 000 时 , 有 


op (ole 
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【练习 14 外 选 做 ) ”验证 这 一 扎 . 
TA, RIJA, 当 >400, 000 时 ， 


3L 912 10 œ 
gek bga ` log æ Se logs ’ 


这 下 证 明了 和 定理 的 一 半 ， 为 了 证 明定 理 的 另 一 半 , 我 们 有 
EIERE EK EE 
应 用 此 式 以 及 引 理 2 和 引 理 10, 我 们 有 


OB 


ER Ow) Ya) SÉ logs I £ aloga 
T . 


T(2) 之 loge log x ”2 jogs 
【练习 10] Git) 验证 : 1 æ>400, 000 时 , Qog’r)/st7 
<0.15, 
由 练习 15, 我 们 得 , 当 x>400, 000 时 ， 
n 化 l æ 


rlo 一 


2 logs "" 0 ops rg loge’ 
于 是 定理 得 证 . 
在 估计 常数 时 ， 本 来 我 们 还 可 以 做 得 更 为 精确 些 ， 对 切 


比 雪 夫 的 方法 稍 作 修 饰 , 就 可 以 证 明 , 对 充分 大 的 x， 有 
0 .9569Bx 1.04423% 
log æ log v 
而 且 ,对 <> 400, 000, 还 知道 有 
0. 956x 
log æ 


但 是 , 以 上 两 式 都 比 不 上 素数 定理 的 下 列 说 法 


< TL) RE 


1.12x 


Jog ’ 


srs) s 


im Z) 1 
t>o glog æ 
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设 惫 表示 第 % 个 素数 . 

(2) 人 说明: apr) =n; 

Cb) 说 明 : 若 n> 400, 000, 则 p> 400, 060， 
(e) GEN. 党 ?>400,000， mA 


3n Pn 


10 "Joen 
(d) (EDD, £ n>400, 000, Wl m(n?) >n: 
(e) £ ps, WEBA: Z n>400, 000, 则 了 <xs<n: 
Cf) 证 明 : F n>400, 000, 则 有 


Ger 


H 


2 Tn 


e a 
JO ` Log az, 
(g) WEH: 落 m> 400, 00), 则 有 


二 "lg ue pe, <fn logn; 


因此 , Pa -3 nlogn 以 大 致 相同 的 速率 增 大 ，. 
.利用 上 题 中 的 (8), 证 明 下 列 级 数 发 获 : 


> HCH 


站 二 二 

:利用 题 工 中 的 (ec), 求 下 式 的 增长 率 ， 
` (log pa) / Pn. 
n=l 

(a) 证 明 ; rk FIARE R: 


Lukas (z+1). 
TlogZx 


(b) 由 (3) 推 证 ; 对 n>400,000, € 
(n+ 1log (71-1) < n log n: 
Loi REONE), 证明: 对 充分 大 的 n, 有 
Panal <<2T27 
{EK E, 对 一 切 n, be Parl EEN D 
Lol WAR: 对 任 一 2 和 每 一 素数 2， 存在 唯一 的 一 个 整数 使 
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Ai 


Get 


(d 


Wat Ma 


(e 


(+) 


Lë 
(h) 
(1) 
(] ) 


Fo a” - of ot li, 
ie ON pP g 


能 整除 整数 2, o, 2n PRA DEE E 
证 明 
M (n) =H E (2n)1; z 
证 明 ; Wn) =logM (2n); d 
2 
om, (N p RARESA 


E [2n/p"] —2[n/p"]); | 
2 

由 (e@) 推 证 : (Tase 
、 2n 、 8 
uE BH: ( n )>2 
根据 (f) 和 (g) 推 证 : M (2n) > 2"; 
根据 (d) 和 (h) 推 证 : V neg? | 
根据 (i) 推 证 :对 x>>40， 有 由 (x) >z/3， (或 者 推 证 与 此 类 似 
但 系数 不 同 的 某 一 关系 式 ,) E 
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S$23 杂 E 


. 证明; XJ n>, 23 了)73 是 奇数 . 


2. 某 人 用 5 元 钱 买 了 -- 些 邮票 ， 有 六 分 、 五 分 和 一 角 三 种 ， 


Cu 


五 分 好 票数 是 六 分 邮票 数 的 1/4, 每 一 种 邮票 他 和 名 头 了 
多 少 张 ， 


.1494 年 , 有 人 称 , 134217727 是 素数 ， 这 数 为 2—1, 证 


HEA at T. 


. 若 2 和 9 均 为 大 于 或 等 于 5 的 素数 ， 证 明 24| (pg). 
(oi 一 个 平方 数 对 横 上 9 可 以 与 哪些 数 同 余 ? 


(b) 314 159, 267, 144 是 一 个 平方 数 吗 ? 


. Ea 表示 ar=1(mod p Wh, a=1, 2, …, Dp 一 1. 


(a) WHH: (aby =a'b' (mod p); ` 
(b) WH (a+0b)'=a'+0' (mod p RUR. ` 


T. 利用 表 A 求 出 最 小 的 六 个 相继 的 奇 合 数 . 


10. 


. 证明: 行 对 某 两 整数 "和 8%$ 有 ` 


a=? —2rs— s, 
b -= 全 十 3 
e==1?+2rs— 3°, E oa 


则 a’, “6 构成 等 差 级 数 . 


帕斯卡 (FEascal) 有 一 次 写 道 , 他 已 发 现 , 任何 相继 的 两 个 


整数 的 立方 差 碱 1 与 小 于 或 等 于 其 中 殊 小 的 一 数 的 所 有 
正 整数 之 和 的 6 售 相 等 .证 明 他 是 正确 的 ， 
若 a 和 ?2 为 奇数 ,证 明 64|(@* 一 1) (26? 一 1)， 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17 


由 下 列 各 式 挫 出 一 个 定理 . 

EE 

102-112412? = 182-14, 
212+ 222+ 232+ 24? = 252- 26? + 272, 
362- 37? + 382+ 392+ 40? = 41? -- 42? -+ 43? --44?, 
一 个 数 从 左 读 向 右 或 从 右 读 向 左 得 出 同一 数 ， 称 为 回 文 
数 , 如 8141413. 
a) 有 和 多少 个 两 位 数 是 回 文 数 ? 
(bi 有 多 少 个 三 位 数 是 回 文 数 ? 
Lol 有 和 多少 个 6 位 数 是 回 文 数 ? 
令 (c, b, ZR a, b, 6 三 数 之 最 大 公 因 子 . 
(a) DER. (a, b, 0) = ((a, b), ch 
(b) Æ (a, b) = (b, ite, a) =1, ŒH (a, b, c)=1; 
Loi (bb) 之 道 命理 是 否 成 立 ? 
对 哪些 正 整 数 ,， 下 列 方程 有 解 ? 
kr=1(modk(k+1)/2). 

若 0 产 5 为 素数 ,证 明 22-+2 是 合 数 . 
下 列 问 题 至 少 有 400 年 的 历史 了 ， 一 队 男 人 、 妇 女 和 上 儿 
童 ,总计 20 人 .他 们 一 共 拿 出 了 20 元 钱 , 男人 每 人 拿 出 
3 元 , 妇女 每 人 拿 出 2 元 , 儿童 每 人 拿 出 0.50 元 , 问 队 中 
男人 和 八 .妇女 和 儿童 各 有 和 多少 人 ? 


Hamo 为 正 整 数 ， 当 且 仅 当 ， 对 于 素数 p，zle 殖 当 


p12, 我 们 称 a 弱 整 除 5( 或 称 & 是 5 的 一 个 弱 因 子 )， 并 
记 作 on, 

(oi 举 风 个 整数 a 和 8 的 例 ,它们 满足 ga>0， Hafo 
(b) 证 明 ， 若 415, Gëolb 

Loi ŒH: Zoll, 必 有 4&=1，; 
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19. 


20. 


2l. 


(d) ERR. afb, bfe, Wj afe 

(c) WEH: afo, 则 对 所 有 正 整数 cc， 有 ccjoc 

(f) 证 明 . afb, cfd, Di acfbd; 

Loi EDD. # abfe, Wj afe, bfe; 

(h) 证明， 35 acfbc, H(a, e)f O, c), W afb; 

(i) 证 明 : 4% acfbe, H (a, c)=1, 则 afb; 

G) 证 明 : Fafo, 则 对 所 有 正 整 数 c， Aa, of, e); 
(k) WH: # afb, cfd, Wio, cl, di 

(1) WEH.: afb, 则 对 所 有 正 整 数 m 和 ?2， 有 efb” 
(x) 证明: 知人 存在 整数 Ra a for, M afb: 

(n) WEE: ale, bfe, 则 abfe; 

(0) (6) 到 (n) 中 ， 哪 些 性 质 对 正 整 数 的 普通 整除 性 不 成 
M? 举 几 个 例子 . 


.作出 了 的 一 个 公式 , 使 为 偶数 时 , f() 是 1/2, n 为 奇 


数 时 , Ffa "bi 
求 具 有 下 列 性 质 的 最 小 正 整 数 n. 
2in, 3| (n+), 6| n+2), T| (n+8), 
ii| (nt4), 18| m5). 

看 髓 加 上 条 件 17| (nt6), MAR n 又 是 什么 数 ? 
WEH. nei, WM 

„— 0270) lt -0 Matot b=) 
因此 ， 符 即 可 用 两 种 不 同 的 方式 写 为 两 个 平方 数 的 利 ， 
m n ERZ. 
利用 题 20 的 结果 , 分 解 因子 : 
(a) 5838 =28? + 2? = 22? -十 72， 
(b) 1073 =822+ 7? = 282-+172. 
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22 . 
23. 
24, 


25., 


26. 


27 . 


利用 表 B 和 题 20, HAF: (a)170, 8833; .(b)182, 410, 

证 明 ; 车 c-+2 为 偶数 , 则 24|ab (a0), 

fr n=@ +b e, Hie b, o 均 为 非 负数 ,证 明 
(n/3 E <Kmax la, b, ciel? 

RA AWEH, E m=? n, Ep a 为 整数 , nsi Ran R 

形 为 2 十 工 的 不 同 的 素数 的 乘积 ， 则 用 圆规 和 下 尺 可 作 


”出 正 么 边 形 ， 站 出 能 用 国 规 和 直 尺 作出 的 边 数 在 名 以 


下 的 所 有 正 多 边 形 . 


12-22=82— 22, 22+82=72—62, 3242—1812, 4 二 


5 一 2 一 20 .一 般 地 能 有 什么 结果 ? 
已 知 对 任 一 >0， 中 十 3 一 好 十 妇 十 2 SCH 


(ai 证 明 z, y, 2 均 为 奇数 ; 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 
33. 


(b) 推 证 天 等 于 三 个 :角形 数 之 和 . 


ELE Oe, 你 对 此 感到 惊奇 吗 


(a) R atty =t DEI yE 的 实数 解 ; ` 

(b) 已 知 一 没有 整数 解 证 明 它 也 没有 有 理 数 
解 。 

验证 ， (5 15/241- 5(5/24)' ,还 有 没有 其 它 与 此 相 

似 的 数 呢 ? 

证 明 . 

(a) # ale, ble, Hla, 0) =d, 则 ab | ced; 

(b) Æ (a, c)=1, (b, c) =d, N] (ab, c) = 

0.123456789101112131415.. ant, 

(a) Bn ÆI 12 为 基 写 出 的 一 个 整数 ， mn 的 倒 号 数 
四 将 % 的 各位 数字 的 次 序 其 倒 写 出 来 的 数 ) 证 明 
8| (NC—m); 


(bi 将 此 推广 到 以 任意 数 5 为 基 的 情况 . 
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34. 


35. 


Siet 


37 


38 


39. 


40, 


4l, 
42. 


(a) B E0SKm<121, Æ Zitat 是 素数 ,证 明 m 也 是 

素数 ; 

将 此 推广 , 即 证 : i P= pi poep (p ERRATA 

数 ), HO, M Pxn 填 m 为 素数 时 ，m 也 

(a) 求 使 8p 十 1 为 平方 数 的 所 有 系数 p 

(b) 求 使 3p 十 2 为 平方 数 的 所 有 系数 e, 

有 一 次 , 费 马 在 给 某 人 的 信 中 写 道 ， 请 你 证 明 一 个 命题 , 

此 命题 我 虽然 相信 是 正确 的 , 但 我 得 老实 承认 , 我 还 不 能 

证 明 它 ; Aa, 9 为 整数 , H 

(1) a’ -+07 =2 (a+ b)e +e, 

Mj e 和 和 均 为 无 理 数 ， 证明， 除非 4=8=0， 否 则 任何 

整数 2 都 不 能 满足 方程 (1)， 

应 用 有 理 数 根 的 定理 完成 题 36 中 有 关 结 论 的 证 明 ， 也 

即 证 明 . ADRAR ROR, 则 它 也 没有 有 理 数 根 .对 4 和 

b 加 什么 限制 后 , 还 可 保证 a 为 无 理 数 ? 

n= (6m 十 1) (Lait Ban 十 1), 证 明 % 一 1 可 为 36m 

好 多 年 前 的 今天 ， 某 人 信 了 者 干 元 钱 ， 其 数目 正好 是 整 

数 , 利 恩 按 普通 的 单 利 计算 ( 即 每 年 的 利息 不 计 入 下 一 年 

的 本 金 ). SR, 他 用 204.13 元 还 清 了 这 笔 债 , 问 他 何 时 

信 了 这 笔 钱 ? 供 的 数目 是 多 少 ? 利率 是 多 少 ? 

(a) 证 明 ; 者 % 古 一 个 合 数 , 则 1414… 堪 (有 %* 位 ,全 为 1) 
也 是 合 数 ; 

(bi Con Bä vr G? 

证 明 ; ae elb, (a, b)=1, M] a= 1, 

2+1, 2-3+1, 2:83:54 1, 2:835 T+1, 这些 数 中 , 哪 


(b 


Ke 
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43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49 , 
50. 


些 可 配 为 两 个 平方 数 的 和 ? 

若是 一 个 侦 完 全数, % 关 6, 证 明 它 的 十 二 进位 数 表 示 

式 中 的 最 后 一 位 是 4. 

设 f(z) 在 4 宇 0 时 非 负 且 单 调 非 降 ， 当 且 仅 当 对 所 有 正 

kimi ng Tam) fA NOR, RAR SE 赂 有 

积 性 ”的 . : 

(a) WEB, Fo) =r" (其 中 为 正 整 数 ) 是 略 有 积 性 的 ; 

(b) 证 明 ; 两 个 略 有 积 性 的 函数 之 积 也 是 略 有 积 性 前 ; 

Lol 证 明 : 若 g(z) 对 z 关 0 是 一 个 单调 非 降 画 数 ， 则 n 
是 略 有 积 性 的 . 

设 f(n) 表示 nn 的 正 的 奇 因子 个 数 . 

(a) Xf n=2, 3, 4, =, 15, 列 出 了 了 的 值 ; 

(bi (ER. Fp") = m 十 1(p 为 奇 素数 ) 

HS EA 猜想 一 个 公式 (各 Pi 全 为 奇 素 
数 ); 

(d) 对 % 用 归纳 法 证 明 此 公式 成 立 . 

WEH., X nsi, 2, E 

2141 (27) >((n+1) D)”, 

(a) 证 明 : (a, b) = (a, c) =1, W (a, bc) =1; 

(b) 证 明 : 若 (c, 9) =1, WHERE mAn 有 
(a", 8") =1, 

证 明 ， 各 字 生 素数 之 和 和 2p 十 2( 即 pp 和 wp 十 2 均 为 素数 ) 在 

2>3 时 能 被 12 整除 . 

ži p| (ra—b), p| (re—d), p| (od — bei, 

H d>0, djn, H (d, n/d) =1, W d PRH n BiAA 

P”, 

(a) 120 有 哪些 么 因子 ?9 360 有 哪些 么 因子 ? 
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31. 


57. 
58. 


59. 


(b) 哪些 整数 的 所 有 因子 全 为 么 因 寺 ? 
Lol ennen, n St Dir 
d) 阁 之 dQ 一 2n( 这 里 求 和 Si 的 省 个 又 因子 8 进行 
ED, U n RA EER, REBASA. 
证 明 ; 任 一 %>0 至 少 满 是 - 列 各 同 余 式 之 一 
n=0 neoa 2D, n=0 med 3), n=1(mod 4), 
n=8(mod 8), n=7 mod 12), n=23 (mod 24), 


. 证明 9” 的 最 后 两 位 数 为 89. 
-E pHK, eph =e, ERR. 4E koto 为 平方 数 的 6 值 


Dk: = pit ttenta 给 | mamn A Mi Si Sr 


L E m> yag, TEE 是 


用 归纳 法 证 明 3”? 1021), Wo l, 2, 


. ABRANTES T e ØLEN n WARA E M, 


SEA GEES EA 

(a) 证 明 12 是 一 个 实用 数 ; 

(b) 证 明 10 不 是 实用 数 ; 

(o) 找 出 一 个 大 于 12 的 实用 数 ; 

(d) 证 明 2 的 各 次 乘 傣 均 为 实用 数 ; 

(e) 证 阴 每 个 倡 完 全 数 均 为 实用 数 ， 

证 明 2 十 20-= 允 没有 满足 (z，2) =1 的 解 . 

(a) WEH: EXN An K p a 2an--b), M (Gei-Ai/n 

=]; 

(bi 哪些 素数 能 整除 vii ni D 

假定 0 b, 6 三 数 没 有 大 于 工 的 公 因 子 , HRE TINE: 
abla- b) lacb) =e’, 

(a) HEHH, a 91 O Fy Ar E; 

(b) WB: op (@+b)/2, (a—b)/2 四 数 两 两 互 素 ; 
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60. 


6l. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


(o) HEIE: a, b, (a+b)/2, (a--b)/2 四 数 都 是 平方 数 ; 
(d) 4 (a+b)/2=r°, (6 一 /2 一 8 用 7 和 s 表 出 4 和 
d 


? 


(ei HE: # abla- b) =e aR, Hoa, b, 6 没有 大 于 


1 的 公 因 子 , 则 下 列 方程 也 有 非 零 解 : 
r+ =t’, 
2 -82 A 
证 明 有 无 限 多 个 三 角形 数 也 是 平方 数 ， 找 出 四 个 这 样 的 
平方 数 . 
证 明 . EAERI S A 
nN 二 十 一， 
其 中 xz， y, 2 为 整数 . 
设 cn 表示 2 的 小 数 部 分 , 即 “2> 一 2 一 [zj]. 
(a) 证 明 ; ZZ (a, n)=1, 则 下 列 各 数 : 
Om, oun, =, <S(n—l1)ja/nò 
是 如 下 一 组 数 的 一 个 排列 : 
1/n, 2/n, =, (NO—1)/n: 
(b) 证 明 : Æ (a, nis), W] 
GC I ak J- (a—1) (n—1) 
_ 2 ` 


k=0 TU 


说 明 : 并 非 每 一 正 整数 % 均 可 写 为 n=2 一 六 ,其 中 和 


y 为 整数 . 

证 明 下 列 方程 没有 非 平凡 解 ， 
PHPH Yy zt siet aus. 

Rmn, 使 下 列 各 个 最 大 公 因 子 都 大 于 1 

(m, n), (m+1, ai, (m, n+1), mt+1, n+1), 

(a) DER, DARRER A tinti)? + at) Sm; 
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67. 
68. 


69. 


10. 
?1. 


(EI 


T3. 
T4. 


(b) 证 明 ， 当 于 十 2 十 十 要 是 一 个 二 次 非 剩 余 
(mod 人 (二 TI) 时 ， 丰 可 能 成 立 鹤 十 二 二 十 十 
(n+ bh) =m"; 

Loi 开头 三 个 这 样 的 不 值 是 什么 ? 

证 明 ， 当 ”> 土 时 ,24! 的 最 后 一 位 非 零 数字 是 偶数 . 

证 明 ，2 的 任何 次 乘 瞻 都 个 是 两 个 或 丙 个 以 上 相继 正品 

数 的 和 . 

设 了 (n) 表示 满足 m! 三 0 (mod mn) 的 最 小 正 整数 m. 

(a) 对 w==2，3,…，20,， 列 出 了 的 值 ; 

(b) 证 明 :f(w)=%; 

(oi EH: Apg 为 不 同 的 素数 ， 则 f(29) = 
max(p, q); 

(d) EBH: 3r p> k, W FCP) = kp. 

证 明 . 当 n>8 时 ， > k! 都 不 是 平方 数 ， 

找 出 构成 算术 级 数 的 九 个 整数 ， 使 它们 的 平方 和 仍 是 一 

个 平方 数 . 

(a) 被 9 浆 除 且 各 位 数字 互 不 相同 的 最 天 的 一 个 十 位 
是 什么 ? 

(b) 被 9 整除 且 各 位 数字 互 不 相同 的 最 大 的 一 个 八 位 数 
是 什么 ?: 


(O 被 工整 除 且 各 位 数字 分 别 为 上 2 3 4 的 最 大 一 


个 四 位 数 是 什么 ? | 

(d) 被 11 整除 且 各 位 数字 分 别 为 1 2, …, 9 的 最 大 一 
个 九 位 数 是 什么 ? 

An HRR, WEH dain li? 

Can, 回 %=wy H (2, y) =1 有 多 少 组 解 ? 
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TD. 


76 


77 


78. 


79 . 


30. 


KEE Sne Mat A TE: 
17 16 15 14 18 
i8 5 4 3 12 
19 6 1 2 1 
20 7 8 9 10 
21 22 28 
若 1 位 于 直角 坐标 系 的 原点 , % 宇 0, 那么 ， 
a) 在 (0) 处 的 整数 是 什么 数 ? 
(b) 在 n) ARAIRE ZTE ATA 
Lol Eln, 0 处 的 整数 是 什么 数 ? 
(d) (2n 十 ”位 于 何 处 ? 
Loi (2n)“ 位 于 何人 处? 
(£) 1000 位 于 何 处 ? 
行 2 为 素数 ,证 明 : 当 且 仅 当下 式 成 立时 , p-+-2 也 为 素数 
4((p—1)!+1)+p=0(mod(p+2)), 
(a) BA n>0, 证 明 : 存在 一 个 整数 m, 使 
CERS (étt NM (m-t 1) mi, 
(b) GEI al ran FARMA? 
(Rt ACHEN (Ma 十 巧 12 上 rt/2 
itm, %) 王 1， 将 小 于 或 等 于 呈 且 与 六 ERA gm) 个 数 
与 小 于 或 等 于 m HA m 互 素 的 pm) 个 数 相 乘 ， 所 得 
的 乘积 给 出 了 小 于 或 等 于 mm HE m 互 素 的 (mm) 个 
数 . 这 一 说 法 对 不 对 ? 
(a, m)=1, Wo 2a, ma 的 最 小 剩余 (mod m) Æ 
1, 2, =, m 的 一 个 排列 ， 那 么 , ZE, m)l, 又 怎么 
样 呢 ? 
议会 表示 第 ? 个 素数 . 证 明 P= pip2…pn 十 1 不 可 能 是 
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GI. 
82. 


SEI 


85. 
8G. 


HI. 


885. 


89. 


平方 数 . 
哪些 正 整 数 既 不 是 合 数 又 不 是 两 个 正 的 合 数 之 和 ? 
若 2 和 9 为 素数 ， 且 p>g, "ER. 着 $(P)=(9)， 则 
4a=:1 (@>0, H 06>0.,) z 
GEERT KEEN 
NC et we le 十 六; 
24(2 一 1 一 本 十 3 十 二 15 
我 们 可 能 要 推测 , 除 6 以 外 的 所 有 偶 完 全 数 都 是 由 土 开 
始 的 相继 的 奇数 的 立方 和 ， 这 对 不 对 ? 
1000=1(mod 37)， 据 此 提出 一 个 整数 可 被 37 整除 的 判 
别 方 法 . 
(a) 求 出 所 有 构成 算术 级 数 的 £, y, 2, W E vient 
=, H sy#0; 
(b) GRANET RER E Sr: y, 2, 满足 十 hwy 十 
y=, H zy #0., 
A aF o 为 奇数 , 证 明 下 列 方程 有 解 : 
r? -Hy? =(c2 十 02 /2., 


若是 一 个 侦 完 全 数 , 证 明 : n 的 各 因子 的 调和 平均 数 是 


一 个 整数 . 

BE nw tn i=, Hp nal, p 为 素数 , ?之 1 

(a) 证 明 p 为 奇数 ; 

(b) 证 明 ;" Æ n=1(mod 3), MRE — EN n=1, p=3, 
r=]; 

Lol 证 明 r 为 奇数 ; 

(d) "ERD. ns? W p=1 (rod 3), 

设 J (2) geil Hanat t o. 假定 an dn 和 其 余 系 

数 中 的 奇数 个 系数 均 为 奇数 ， 证 明 SF = TEE D DI 
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90. 
ra Em. # (a p) =i, nip- 1), H anang] 


94. 


95. 


96. 


97. 
98. 


99. 
100. 


AUR, 
车 nn<p, Bin p—1)=1, WH ?二 n(mod p) 有 解 . 


(mod p), 则 4 不 是 一 个 %w 次 剩余 (mod p); 
(b) 2 是 一 个 五 次 剩余 (mod 31) 吗 ? 


,证 明 ; 若 % 是 3 的 一 个 乘 知 , 则 nl (2+1), 
， (a) 证明; 不 可 能 成 立民 十 (n 二 1D)? 一 3m3 


(b) XA k, k>0, 

n? + (nti) e hm 

有 解 的 必要 条 件 是 什么 ? 

设 m 中 不 包含 平方 因子 ( 即 on ppr po 是 不 同 素 数 的 
乘积 ), 设想 m 有 这 样 的 性 质 ; Æ pm, W (p 一 1) |m， 
(a) WHH m=2, 6, 42 WAA EREM; 

(b) HERE mthtHA ERMEE? 

(c) 还 有 多 少 这 样 的 双 呢 ? 

KAZHE n kE, ELERA nT. AERE 
了 奇数 只 手 和 一 口 猪 , 每 只 羊 的 价格 为 10 元, Dem 
价格 不 到 10 元， 这 口 猪 值 多 少 钱 ? 

PEBH, 

p (2n) ! 
UN i nin! ` 

证 明 : 大 2 和 9=62 十 工 为 奇 素数 , 则 3 q 的 一 个 原 
根 . 
证 明 . E p==2” 十 1 为 素数 ， 则 的 每 个 二 次 非 利 余 是 ? 
的 一 个 原 根 .， 
R (ww 一 31) ag 01 的 正 整数 解 、 
H Co, C1, 2, Go, Gu 为 任意 整数 , 又 
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f(e) =ootol iech I'm 3 +120 h 


证 明 ， 给 定 o, 则 对 所 有 整数 二 有 
om (fnt+m)—fn)), 
(关于 记号 参见 附录 二 ) 


101. Æ {6k+1} (k=1, 2, e) 这 一 抒 列 中 有 着 无 限 多 个 系 
数 , 下 面 是 对 这 一 命题 的 证 明 , 补 上 未 许 细 配 出 的 部 分 
X Pi De, …, Pm 为 所 有 形 如 6k 十 1 的 系数 ， 令 则 = 
Pi Pe…pm， 则 入 "十 不 能 被 PD， Pos 0s Dn 中 任何 一 数 
整除 ， 由 于 (CNS 十 1)/(N 十 1) 没 有 不 是 686 十 1 这 一 形式 
的 素 因 子 , 故 必 有 一 个 因子 大 于 Ph. 
102. 证 明 ， 
2 >à f(d, n) -5 > Zum, rm). 
108. (a) EB. Ær A s W Æ Ds—2?r=1 Hi e=5s, W e 
的 最 后 % 位 数字 与 4 Ra n 位 数字 相同 ; 
(bi 各 2=3,， 求 出 这 样 一 个 数 e, 
104. 确证 下 列 判 别 素数 的 方法 ， 大 4 是 的 一 个 % 次 原 想 
(Bh ol. H 0<m<n, §a”#1), MI 
1 in jaran) L, Æ n HRR 
社交 
105. W: 若 p 为 任意 奇 素数 , 则 序列 和 2 十 np} 一 二 2, +) 
总 包含 有 一 个 无 穷 的 几何 级 数 . 


HL Zu 
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附录 一 归纳 法 证 明 


在 正文 中 , 多 次 用 到 了 数学 归纳 法 这 一 证 明 方 法 ， 本 节 
的 目的 在 于 回忆 一 下 这 一 方法 的 内 容 ， 并 举例 说 明 它 是 怎样 
使 用 的 , 还 提供 了 一 些 习 题 作 练 习 . 

大 家 对 数学 有 着 一 个 不 好 的 印象 ， 总 认为 它 是 一 门 演 经 
推理 的 艺术 :从 一 组 假设 出 发 , 利用 钦 辑 规则 推出 许多 定理 . 
但 这 只 是 书本 上 给 出 的 叙述 方式 ， 大 多 数 新 的 数学 内 容 却 不 
Räpp eps är an RAA ig 
了 ”用 这 种 方式 要 证 得 任何 有 意义 的 事 是 不 大 可 能 的 ， 必 须 
预见 到 一 个 目标 , 并 猜想 某 个 定理 应 当成 立 , 然后 根据 你 已 有 
的 知识 将 它 推演 出 来 ， 你 觉得 应 该 成 立 的 那个 定理 总 有 个 来 
源 吧 , 而 许多 定理 就 是 正确 猜想 的 结果 . 

【练习 1】 根据 下 列 数据 猜 出 (nm): 

n 0 I 2 3 4 6 
fn) 1 0 1 4 9 ®© 
【练习 3] ”根据 下 列 数据 猜 出 fw， 
n 0 1 2 3 4 55 1 
fa) 1 2 5 10 17 26 37, | 
【练习 3] ( 选 做 ) 根据 下 列 数据 猜想 一 个 关于 rom 
EM, 
n 1 2 3 4 5 6 7 
fin) 2 —1 -2 —1 2 7 14 
由 于 数论 研究 的 主要 是 正 整 数 ， 因 此 有 些 定理 的 形式 就 
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E “对 所 有 正 整 数 n 某 某 事 情 成 并 证 明 这 类 命题 常常 可 
用 数学 归纳 法 (或 简称 归纳 法 , 别 的 归纳 法 我 们 就 不 讨论 了 ). 
这 种 证 法 是 以 正 整 数 的 下 列 性 质 为 基础 的 : 
若 整 数 的 某 一 集合 包含 二 H 
(1) MERET gp rtl, 
则 此 集合 包含 了 所 有 正 整 数 . 
(这 是 一 个 非常 村 本 的 性 质 ， 通 常 将 它 当 作 正 整 数 的 一 个 不 
加 证 明 的 公设 来 看 待 . ) 如 我 们 要 证 关于 正 整 数 % 的 某 个 命题 
Pn) 对 一 切 % 成 立 (n=1,2,…), 我 们 就 要 用 到 这 一 性 质 ,下 
面 是 这 类 命题 的 几 个 例子 
Pln). 92 十 3 十 2 二 (十 1 一 5 
P(n): 20 十 1 十 2 可 被 6 整除， 
P(n): Fait tatt Lp) 
>f aD Hf aD He S En. 

设 S 表示 使 Pm) 成 立 的 那些 正 整数 的 集合 ， 帮 我们 能 
够 证 明 , T 在 和 中 , 且 若 > 在 六 中 时 7 十 上 也 在 中 , 则 (1) 告 
诉 我 们 , 所 有 正 整 数 都 在 8 中 ， 换 一 种 说 法 , 我 们 就 得 归纳 法 
RA, 

大 (1) 成 立 , H 
若 卫 (7) 成 立 就 能 推 得 P(7 十 1) 也 成 立 ， 
wW Pin) 对 所 有 %(r=1，2,…) 成 立 . 

【练习 4】 më APOD RY, HRZ Pr) 成 立时 
P(7 十 1) 也 成 立 , 则 对 所 有 ,了 (成 立 . 

我 们 举 一 个 大 家 熟悉 的 例子 来 说 明 用 归纳 法 是 起 么 证 明 
的 . P(n) E 

“J 2t. tn=nlnt1)/2,” 
我 们 要 用 归纳 法 来 证 明 : 了 (nw) 对 所 有 正 整 数 % 成 立 . 
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【练习 5】 POEA? ERLE? 
假定 了 (7) 成 立 , 也 即 假定 


(2) 1+2 二 … 十 f+=7(r 十 1)/2. 
我 们 希望 推 得 也 (7 十 1 成立, 也 就 是 要 根据 (2) 证 明 
(3) 1 十 2 十 … 十 (7 十 1)== (r +i) (r+2)/2, 


ZU) min Eet), 我 们 得 
1 十 2 十 … 十 二 (7 十 I) 一 ?7 十 1)/2 二 (7 十 1) 
一 (7 十 1) (7/2 十 1)=(7 十 1) (7 十 2)/2, 

它 即 为 (83)， 这 样 , 归纳 法 原理 的 两 部 分 都 已 证 得 , 故 Dia 
MAER n R. 

”用 归纳 法 证 题 时 , RM- EA aw EA POOR. H 
使 我 们 已 经 证 得 (7) 成 立时 了 (7 十 1) 也 成 立 , EPO 不 
成 立 , 我 们 仍 不 能 推断 了 (05 对 任何 % 痢 成 立 ， 例 如 , 设 P(n) 


n+ (n+1)=2n, 
假定 Tip, 也 即 假定 
(4) 7 十 (7 二 1)=27, 


利用 它 , 我 们 可 得 

(7 十 1) 十 (7 十 2)=7 十 (9 十 1) +2=2r-4+2= Sein 
故 P(rY 二 1) 也 真 ， 所 以 , SR HOW, 就 能 推 得 已 (对 所 
有 正 整 数 邑 成立 ， 由 于 万 (也 实 际 上 并 不 成 立 , 我 们 就 不 能 下 
此 结论， 事实 上 , Diop näi o 

用 归纳 法 证 明 时 , 不 用 说 , 我 们 应 该 验证 , Pr) 为 真 时 即 
能 推 得 了 P(r 十 1) 也 真 。 例 如 , 由 下 起 

n i 2 3 4 5 6 E 
| fn 2 4 6 8 10 12 

我 们 还 不 能 推 WF To =m 对 一 切 % 成 立 ， 事实 上 ,也 可 能 有 
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A. (oi 


沾 考虑 的 画 数 何 能 是 


fD =x, EE 


f (n).= = 2n 
E 2) (n— 3) (n— ae 14) 


6.5.4.3.2 
有 时 , 我 们 也 使 用 月 纳 法 原理 的 另 一 一 种 形式 ， 
PORZ, H. 
o PO 1<h<r 成 立 能 推出 PAOR Wo 
则 (mw) 对 所 有 n(n=1, 2 …) 成 立 Ké 
全 之 所 以 正确 ， 是 由 于 整数 还 有 下 列 相应 的 性 质 右 整 数 
的 某 一 集合 包含 1， 且 车 它 包含 1，2; …, 7,， 它 就 也 包含 7 十 
1, 则 它 包含 了 所 有 的 正 整 数 . 
站 题 
1, 证 明 . n= 2 3, .… 成 立 H H i 
1/1.2+1/2.3+. +1/(n ERR "On, ne 
2. 1,3, 6, 10 等 叫做 三 角形 数 ， z 


GA E ;2 个 三 三 角形 数 , 求 的 公式 . 


3. uk BH. i n=], 2 E y …， 有 . : . WW i o, 
12 二 22 十，… 十 向 =p (2n +1) n- om 


4, Lal. 
1? -4+-23=33, 
13+ 23-4433 =63, 
1 十 23 十 33 十 出 二 103 
猜想 一 个 定理 并 证 明之 . 
5. 根据 题 4 或 者 使 用 猜想 和 归纳 法 ,对 于 ==1, 2,…, 为 下 列 和 式 扒 


—~ DI RE 


Beidler e td bt i Au rr mn. e, 


12, 


13. 
14. 


18433-53- eeh 178 


.假定 di 一 1， 且 对 2= 工 2，.， ， 有 oa 2m +1, 用 归纳 法 证 明 


ap, = 2" i], 


, 假定 E =], Disch 2 ， 有 2an, MaA 


uE BH 
n+l — T 
TIET EN 
2.3.4.5=11?2—1, 
3.4.5.6~=192—1, 
4.5.6.7=292—1. 
猜 配 一 个 定理 并 证 明之 《也 可 不 用 归纳 法 证 明 .》 


， 对 n=0, 1, =, I FA dE 


UE DE KE DEE DEER 


.用 归纳 法 证 明 ; 对 %=1, 3，…。， n(n 十 1) (n 十 2) 可 被 6 整除， 
11. 


作出 函数 了 的 一 个 公式 ,使 | g 
f(1)=f(2)=f(3)=f(4)=0, Ff) =17, 
设 ta 表示 第 ?个 三 角形 数 ,考虑 下 表 : 
n 1 2 3 4 5 
LG 1 3 ò 10 15 
gl 9 25 49 81 121 ` 
一 行 全 为 平方 数 , 这 是 一 种 偶然 的 巧合 吗 ? 
用 归纳 法 证 明 : A n=l, 2, un 可 被 5 整除. 
歼 波 纳 契 (Hibonacci) 数 的 定义 由 下 式 给 出 ; 
Faas kA fi=fs=1., 
证 明 ; 对 n=1, 2,…, fs 可 被 5 REES 
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附录 二 KAES AHE E w 


KAE 之 的 用 处 确实 很 大 ， WAJ wa, 求 
和 变 景 应 在 标明 的 范围 彤 取 避 所 有 有 党 数 倩 : 
KSE DIE EEN 


Se 
VC, | 
` ZE 2 pn 8-A eet A; 
Klett 2hst Blg ekla 
Fom -一 


Si 
cl 
【练习 1]】 详细 写 出 ，G) f(g(7 一 7) 


3 1 
W Sab ie 3 EID., 


BK 


— 
【练习 2】 JERANG E h, 
(a) 1 -! LZ SÉ 3- dÉ dE 
KN 3 17 
bi SE EE dE EN , 
D gp SCH 
4 17 


(c) 2- SÉ HSH 


9 256 ' 
"ID, Tei 等 诉 我 们 ,应 按 规 则 了 将 f(w) 的 各 值 相 
II, TARII L WEWE a 值 的 一 个 集合 ， 例 如 ， 
2: Jd) 
表示 求 和 要 对 的 所 有 正 因 子 进行 ， 
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S P o [H3O 
d 


Sold =oD toa) to (3) -+o (4) +0 (6) +0 (12). 
d 12 
【练习 3] DEEL, (ai X 1/d; (b) 21/3; (6) > 15/d., 
TEAN Ok dia 
经 常 看 到 的 另 一 种 和 式 是 
> fp), ` 
pn nm AEänIr II, 
ES FDG SAD pg 
因此 , wx) 这 一 重要 的 函数 0( 即 小 于 或 等 二 2 的 对 加 数 个 数 ) 可 
号 为 
TF) 一 Kä 1, 
ALE, ROUTRI TE TE R A 2 CES S T 


EROF. W), 
S! n= 1-834749; 


ée Tu: l 
RI 
Ki dée ER ~ , 3 8 A 十 3 8 4 
Di IR S y ' *) K > 
WË i 
(Hi g 
EE D -|- D EE D E e , 6 
i -7 一 -一 一 一 DE 
5 2 B 4 6 bi 
ai fm, wir, DFL H 
mnu 3 : 
Mnl 


+ (3, DHU, DESO, D. 


(a) (bi > (6¢) Kä 1, 
pals o. T 49 D (ui? 


Em LIER, 由 代表 积 式 ， 用 其 中 一 个 记号 可 以 做 
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“hl F 


到 的 事 , 用 为 一 个 记号 也 能 做 到 . 例如 ， 


1\_1.2.4.6, 
Lt- Di lors BT 
1\)_10.1.4, TIA+2.3.4.8.6 
‘ol! Zei Ge 1 2 3 4 


【练习 5】 ”计算 . 
w Dim Da rei D Ze 


BCE NEE Leen 号 ; [zj 表示 不 大 
于 2 的 最 大 整数 ，《〈 注 意 , 本 节 中 的 2 和 4 不 一 定 表示 整数 ， 
它们 可 取 任 意 实 数值 ， 其 它 小 号 字母 刚 仍 代 天 整数 . ) 换 一 种 
说 法 , 此 定义 说 明 , [zj] 是 满足 
一 < 一 Lo 委 2 

的 唯一 整数 ， 再 用 另 一 种 说 法 , 就 是 ; 欲求 [z], 可 先 在 实数 轴 
ERv, 然后 向 左 走 ， 直 到 磁 见 一 个 整数 为 止 ,此 整数 即 为 
Io) .还 可 用 第 四 种 说 法 . [四 是 满足 

sa [æ] Sss<[|e]+i1 
的 唯一 整数 ， 例如 ，[2] =2, 15/2] =2, [r] =3, [—1/2] = 
—i, [~r] = A 

记号 [2] 有 好 几 种 读 法 :“% 的 整数 部 分 ”， 这 是 一 种 很 好 
的 普通 读 法 ;“ 方 括号 2 ,这 一 读 法 也 很 普遍 , 但 不 大 好 . 

【练习 6】 WH: [e+] = [四 二 1， 你 能 将 此 推广 吗 ? 

【练习 7】 ÆA 反例 说 明 下 列 各 式 都 不 能 对 所 有 vm 和 和 % 
[z+y = [z] + [y]; [Le/ j] = [æ] / [y]; d =- [z] [y]. 
作为 应 用 最 大 整数 记号 的 一 例 , 我 们 证 明 
Semi 在 5 的 正 倍数 中 , 小 于 或 等 于 a 者 个 数 为 [2/5]. 
证 明 设 所 有 小 于 或 等 于 & 的 .2 的 正 倍数 为 


b, 2b, 3b, =, Fb, 
由 于 它们 皆 小 于 或 等 于 .c, 我 们 有 友 <a, WM E<a/b, ER 
方面 , 接 在 2 后 面 的 0 的 下 一 个 倍数 大 于 o 
(k+1)b>a, 斯 k>a/b—i, 
因此 ,5 的 正 倍数 中 小 于 或 等 于 a HWA k WE ` 
a/b—1<k<a/b. 
这 是 一 个 长 度 为 工 的 区 间 , 它 只 包含 一 个 整数 ,就 是 [e/ 四 . 因 
HE k= [a/0], 定理 得 证 . 
【练习 8】 在 1 与 1977 之 间 有 多 少 个 整数 能 被 1 ep 
与 [x] 相 联 系 的 另 一 记号 是 小 数 i 部 分 记号 ， o 的 小 数 部 分 
记 为 2>, 它 被 定义 为 
ven [a]. 
你 可 立即 看 出 ; Oe 1 而 其 它 性 质 则 留 给 读者 去 探讨 ， 
本 书 正文 中 还 用 到 了 另外 两 个 记号 ， 对 它们 大 家 可 能 不 
KAR, 我 们 也 来 提 一 提 ， 记 号 n! ( 读 为 阶乘 ”) 是 对 正 整 
下 定义 的 它 表 示 从 1 到 m 的 各 个 正 整数 的 乘积 即 对 n=1， 
=n(n— 1) STEEN 
人 和 例如, 1!=1, 4! =24, 6! =720. AIP, 还 规定 01 =Í, 
与 阶乘 记号 有 联系 的 是 二 项 式 系数 (也 称 为 组 合 记号 )， 


en IF n>m, 其 定义 是 


W oi ` _ nni). (n— 27 L) 


m, mm! En mum: ONE 


例如 ， 
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REICHERT | 
e 一 项 式 系数 的 许多 性 质 非 常 有 用 . 例如 , 车 p 为 素数 , 则 


Xi n=2, 3, =, p71, p (7) 这 种 记号 主要 出 现在 二 


项 式 公 式 中 : 对 任意 实数 z 和 wy (整数 或 非 整数 ) 以 及 任意 下 
EAn, 有 


Te - nw in 
g-Hy)” = oh -二 - n=l 千 - ru Le 
erg WE WE (z) ` 
n nl n n ~ 9 nk. fb 
dE JC Ok TT 


习 题 
ON l 计算: ! - 
f BR "o 
ai e O äi: o De 
k=l Cl 了 |128 
p | 
(di Sk (ei D ET O zZn 
k= . Dess lä . De OD 
Ch Dl 
2. 用 求 和 记号 写 出 
(a) 了 
1 1 1 
(b) Iyi n+l Wes (EK t Mam 
(c) dotais + aa? Lens Lal? 
(d) Za e 十 1 1Vn yit KE ELE STEEN : 


3， 证 明 或 否定 下 列 等 式 ， 
@) $ atb = Dt bs 
k=l {=1 =i 


#4 n 
(b) > ca,=c pà Ou 
k=1 . k=l 
n - n n 
(oi D) arbe = Dla, D) br. 
rel k=1 k=1 


A 
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pi P, 


(a) Om O W D 


(e) TI [6/%]!; (d) 2 SE 


OPPA 
8 12 
T OLOR P EOE ( ). 
.证 明 : 对 满足 4 之 w>0 的 整数 和 m, 有 


NN 
.用 二 项 式 公式 展开 : 


(a) (z+2)5; (b) d-ar, 
8. 用 二 项 式 公式 化 简 : | 
(a) 2 十 9 十 277 十 27， 3 


OO 


Li 


Ges 


wl 


5 


. 对 =1, 2, 3, SIGI 
10. 下 列 命 题 是 否 正确 ? | 
(a) Hkk a, Hels ie]; 
(bi 对 一 切实 数 和 所 有 整数 n, 有 [好 ] 一 和 2 
11. Sjel ERREI 2 的 整数 ,将 [zl 用 蝶 大 闽 歼 记号 表示 出 来 ， 
12. [z] i-s] TREE? 
13. ERA p, 计算 
(a) EN (b) >1. 


At 


14. 1902 和 2038 之 闻 有 多 少 个 数 是 T 的 倍数 ? 
15. 证 明 ; HH MARS, A 
O = 2S (n/a), 


KETTEN 
D S= D fO. 


Am Bet, vd 


Är, 


18. 


19. 


20. 


al. 
2d. 


GEI 


N . Vv A 
SDHC D=D 2D SC, j) 
Je j=] t=] f= 
HEHH: 
T D , y v 
DIJ” D- a fG, ) ) 
{=l ,—! =! i, 


uE RH; 


no a ai i 
在 区 闻 Zz<N<y 中 ,站 有 和 多少 个 党 数 ? 
uF. HH: 


n-i . | 
n— 
Kl "ui 
k= Da 


e D nrl, HRE n MEERN IEN 也 是 奇数 


k=1 
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附录 三 ” 模 为 合 数 的 二 次 同 余 式 


关于 x? 三 a(mod wp) 我们 已 经 知道 得 很 多 , 但 还 没有 学 过 
模 为 合 数 的 二 次 癌 余 式 : 
(1) Az’ + Ber +0O=0(mod m), 
本 节 中 ,我 们 要 看 一 看 (DD 应 如 何 求 解 、 

我 们 育 先 汐 虑 一 种 特殊 情 枫 . 
(2) z ’=a(mod m). 
村 二 次 同 余 式 (mod p) 不 同 , 并 非 所 有 和 象 (1) 那样 的 同 余 式 都 
能 通过 配方 写成 这 一 形式 ， 例 如 ， Ze Tt+1=0(mod 9) WA 
能 写成 这 种 形式 ， Bo at Dn HAT, WI 
之 任 一 解 都 满足 下 列 同 余 式 组 . 
(3) x =a (mod p), £=1, 2,..., n, 
考虑 到 中 国 剩 余 定理 ,其 逆 也 是 正确 的 ， 为 了 对 任 一 mr 求解 
(2) ,只 要 知道 对 所 有 素数 p MERX e, 如 何 求解 
(4) = (mod p°) 
WERT. Win, 让 我 们 来 解 =9(mod 28); 我 们 将 它 分 为 
儿 部 分 , 对 每 部 分 求解 , 然后 将 它们 重新 并 在 一 起 ， 我 们 首先 
解 
(5) zw 二 9(mod 4) 和 e=9(mod 7). 
第 一 个 同 余 式 的 解 为 1 和 3, 第 二 个 同 余 式 的 解 为 8 和 4 因 
此 (5) 有 四 组 解 , 它们 是 

(a) zx 三 1(mod4) 和 e=8(mod 7T); 

(hi ` cssl(mod 4) 和 ww 二 4(mod 7); 


(c) v=3(mod 4) 和 s=8(mod 7); 

(d) r=83(mod 4) 和 s=4(mod 7), 
所 以 ,原来 以 28 为 模 的 同 余 式 共有 4 个 解 ， 它们 是 ，(a)17; 
(b)25; (¢)3; (d)11., 
者 "mr i =almd pe) 有 sg 个 解 ， 则 同 余 
式 组 (3) 有 si82…8; 组 不 同 的 解 , 从 而 他 三 a(mod mm) 就 有 这 一 
数 月 的 解 ， 特别 地 ， 巴 大 (3) 中 任 一 同 余 式 无 解 ， 中) 也 无 解 . 
现在 我 们 米 看 一 看 Au (mod J) 有 多 少 解 , 然后 再 讨论 如 何 

引 理 1 者 2 为 奇 素 数 , pla， 有 旦 4 是 一 个 二 次 剩余 
(mod p), H a ==a(mod wp) 对 每 个 正 整 数 e 惟有 两 解 . 

证 明 ”我们 用 归纳 法 米 证 这 一 引 理 . 它 对 e 一 1 成 立 ( 参 
geb 11). 假定 它 对 e= 一 成立 ,8z2， 首 先 我 们 要 证 ， 

=a (mod Pp” 的 每 一 解 都 可 用 来 作出 x22 二 olmody7) 的 
An 然后 我 们 将 证 明 它 们 也 是 仅 有 的 解 ， 设 7 为 必 二 
4 {mod pmi) 之 一 解 , 草 对 某 %,， 有 


(6) 二 
局 一 ?二 92. 
我 们 有 Hin Or uer 


Zi Rizoi huit Mei gt (ét ed" (mod o), 
HRR j, fl 
Rj=a(mod p"), 

即 得 =a (mod ar 的 - - 解 ， 因 此 , 要 是 有 一 个 整数 使 
h4 2r} =0(mod p), 
SUE 2 Immo H (6A, 这样 的 7 是 存在 的 , 因为 由 
Qr, p) =i A, MERREM. 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 
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ERME. M 5 =T niod D H R, E r =T (mod 27) 的 一 解 . 
R; =5+9), 

Hr EL, R} = 25-90} +817 =25 + 9j (mod 27). 
我 们 要 找 j, Nr 25+9j=7(mod 27), j=1 HWRE IS. 
因此 ,14 就 是 x 三 7(mod27) 的 一 个 解 . 

[43 1] 验证. 142=:7(Dmod 27), 

【练习 2】 K =T (mod 81) 的 一 个 解 . 

我 们 已 经 证 明 2 三 4(mod pr) 有 一 解 ,将 它 岂 做 s, 则 安 一 
s 为 另 一 解 ， 剩 下 来 即 要 证 明 , 不 存在 其 它 解 ,假定 1 是 2 三 
ot mol p) 的 任 一 解 , 我 们 要 证 , t=8 i t= p—s, 这 就 可 完成 
引 理 的 证 明 ， 我 们 有 大 = (mod p"), i 

和 | 人 一 S) +s). 

因为 & 之 2， 只 能 有 下 列 三 种 情况 中 的 一 种 ， 


(i) p| (t-s); 
(ii) p“ (Lei 
(iii) p| t-s), H p| (t+s). 


在 第 一 种 情况 下 ，t=sGnod p"), 而 因 t 和 s 都 是 最 小 剩余 
(mod p*), 故 有 t=s; 在 第 二 种 情况 下 , RIA t= a 在 第 
三 种 情况 下 , RITA p 2s, 因 p ERA, WA pls. B s= p, 
H si =a (mod p"), 可 知 对 某 m， 有 
psi = + mp’, 

因而 4 三 0(mod p), 这 与 pta 的 假定 矛盾 . 

【练习 3] 从 2? = 3? = 44 (mod 5) H k, RH r= 
44 (mod 125) 的 所 有 解 . 

引 理 1 只 涉及 奇 素数 ,但 还 有 p=2 的 情况 ， 这 种 情况 稍 
微 复 末 些 . ERIA 二 a(mod 2°), 首先 ,我们 可 假定 4 为 奇 
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a EDR, 可 用 2 的 乘 窜 去 除 ,， 直到 求 得 一 个 6 为 奇数 的 
司 余 式 为 止 ,例如 ,由 2 二 12Cmod 16), m42 äi mod 4).) 
其 次 ,还 可 假定 4 三 1(mod 8), 因为 任何 奇数 的 平方 都 与 1 同 
余 (mod 8)， 下 列 引 理 完整 地 回 符 了 求解 e =a(mod 2 ) 的 问 
题 . 

引 理 2 ZG ossl(mod 8)， 则 按照 e=1，ce=2 或 ez, 
2 =a(mod 29) 分 别 地 恰 有 一 个 解 , 从 有 两 个 解 或 从 有 四 个 解 . 

证 明 ”前 两 种 接 况 是 显然 的 .在 第 三 种 情况 下 , 若 e= 3， 
也 很 显然 ; 故 假定 e 二 4.。 象 我 们 在 奇 素数 情况 下 所 作 的 那样 ， 
要 证 e =almod 2°) 至 少 有 四 个 解 ， 可 到 对 模 2 1 的 一 个 解 ， 
再 利用 它 去 构造 对 模 2 的 一 个 解 ， 假定 r =a(mod 20+), p 
对 某 太 een Re, 则 

太一 从 十 21771222 十 庆 22 gd R- rit mod 2°), 
所 以 , 要 有 如 二 oCmod 2°), RER J, Nr Är rj=0 (mod 2), h 
于 7 为 奇数 ,这 总 是 能 办 到 的 ， 因 此 ,二 aCmod 2 让) 的 任 一 
解 都 能 产生 出 =a (mod 2°) 的 一 个 解 来 . 

例如 ， 我 们 来 求 ze=17(mol64) 的 一 个 解 ， 由 了 = 
17(mod 16) 出 发 , 令 R= 1483, M 

Ri=17—16;464=1+ 167(mod 32), 
AREF (mod 82). 可 到 j=1， 因 此 , 9=17(mod 32), 
为 了 使 军 次 再 增加 1, 可 令 S9416), W 
7 一 81 十 18.167 十 2587j2=17 二 18.16j0mop1 64), 

Ha =0, H43 9 =T (mol 84). 

(4 3 4] 求 z2=17Cmod 128) 的 一 个 解 . 

[练习 5】 Aën ERR ëm 2), HEI a 2r, 
2 十 也 都 满足 此 同 余 式 ， 

[练习 6】 由 9 二 17(mod 64)， 求 出 其 它 三 个 解 
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从 下 来 查证 ， 对 于 a= ilmed 8) 和 ¢e 宇 3, ”三 @ (mod 2°) 
个 可 能 多 于 四 个 解 。 利 用 归纳 法 .练习 5 及 证 明 引 理工 时 所 
用 的 想法 即 可 证 得 这 一 点 ， 由 于 想法 是 一 样 的 ,我 们 就 不 详 
细 论 证 了 . 

音 助 于 引 理 1 和 引 理 2, 我 们 一 看 到 形 为 ?二 &(mod m) 
的 一 个 同 余 式 ， | EA ZDE PA, v= 
9(mod 1200) 有 8 个 解 ， 是 因为 ，1200 =2+.3.5? m Ais 
9(mod 2) E 4 N, 2? ui 3) 有 工 个 解 ,22 三 9(mod 25) 
有 2 个 解 . 

【练习 7】 2=10(mod 1200) 有 多 少 解 ? 

求解 一 般 同 ez Ae- Br+0=0(mod m) 和 求解 2 三 
a(mod mM 的 方法 相同 : 将 它 分 成 几 部 分 ， 

Aa" + Bz+0=0(mod an, 
从 Ar’ 十 Bz 二 OO=0Cmod p) 开始 ， 先 求 出 其 解 (根据 $ 11 我 
们 知道 如 何 求解 ) 利用 它 的 解 逐步 求 出 对 模 op mp 的 
解 . 然后 将 各 部 分 的 解 并 在 一 起 而 得 对 模 m 的 解 ， 在 一 般 
情况 下 , 要 说 出 4A? 十 Bz 十 0 二 0(mod m) 具有 多 少 个 解 是 贰 
难 的 , 因为 由 解 (mod pp 下) 过 渡 到 解 Cmod p*) 时 ， 从 一 个 解 求 
得 的 新 解 可 能 有 ?2 个 , 也 可 能 只 有 一 个 或 一 个 也 没有 , 这 就 取 
决 于 此 二 次 式 的 形式 了 . 不 过 , 422 十 Bz 十 CO=0Cmod p hA 
部 解 总 能 用 上 上述 方法 求 出 ， 这 一 点 我 们 就 不 证 明了 ， 仅 举 两 
例 来 说 明 会 发 生 什 么 样 的 情况 .让 我 们 试 一 试 来 解 
(7) 2 十 人 十 1 汪 0 (mod 27)， : 
我 们 知 十 1 二 1 三 0(mod 3), KAI Im. 可 设 BB 一 1 
+37. 那么， 
Rj + Bit1= (1-7 6)-+97)+ (1+87))+1 
一 是 9 十 9 六 二 30mnod 9), 
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TÆ, 没有 一 个 5 的 值 能 使 Rit R+ 与 零 则 余 (mod Dn) 所 
以 , C) TE. 

一 个 根 也 可 以 产生 出 Pp 个 根来 , 现 举 一 例 ; 
(8) Tv 十 1 圭 0(mod 27)， 
只 有 t=1(mod 3) 才能 满足 x 十 十 7 三 0(mod 3). fl 
+37, W 

R+ R;+1=94+97+93?, 
对 所 有 7 的 值 , 它 都 与 零 同 余 (mod 9). 因此 ,z==1, 4 或 了 者 
满足 
2 十 十 7 了 二 0 (mod 9), 
现在 我 们 必须 让 每 一 个 根 再 增加 一 次 大 而 求 得 8) 的 解 ， 如 
ix S;=14+97, M 
97 十 十 7= (1187-1-81 + +94) +7=9(mod 27), 
任何 ) ERDE tE mE (mod 27), 因而 对 模 9 的 根 1 产 
生 不 出 对 模 27 的 根 米 ， 下 一 步 取 和 这 个 根 ; 大 了 ;= 和 4 十 97, 则 
73 十 人 十 7 一 (16 二 721-8172) -二 (4 二 91) 十 7 
二 27 十 817 圭 0 (mod 27), 

因此 , 对 所 有 7, 都 有 了 i 十 2; 十 7 三 0(mod 27), 它 给 出 了 (8) 的 
三 个 根 , 即 4, 13, 22, 

【练习 8】 说 明 对 模 9 的 根 7 产生 不 出 对 模 27 的 根来 ， 

于 是 , (8) 怡 有 三 解 . c=4, ri. z=22. 


>] GH 
L AEREA: 
(a) t=T (mod 243); ib) ailes 44 (mod 625); 
Ce" XT 三 17 (mod 256), 
2. 求解 X? 十 XX 二 7? 三 0 mod 81), 
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Ju A 


下 列 同 余 式 各 有 多 少 解 ? 

(a3) z?=189(mod 900): (b) x =89(mod 1000); 

Ce z= — 1] mod 1100), 

对 题 3 中 每 一 辣 余 式 ,至少 求 出 三 个 解 . 

ef A 2x+1 三 134(mod 800) 有 多 少 解 。 

证 明 ， 任 一 zs33(mod 40) 满足 上 题 中 之 同 余 式 . 

A a med 400) 可 能 会 有 多 少 个 解 9 对 每 一 种 解 的 数 月 的 情况 光 
举 一 例 说 明之 . : 

EDD. ue, 7 是 2 三 Cmod 3) 的 一 解 , 则 3 二 7 也 满足 此 
HAR. Dirr 是 否 满足 此 同 余 式 ? 


GR. (4) z? 三 5(mod 16); (b) 7 二 10(mod 27), 
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W zc 四 


A 10,000 以 内 的 整数 的 最 小 素 因子 表 

下 吉 纵 浊 了 每 个 正 奇数 (3 二 nn 夺 9999， 且 不 能 被 8 W 
除 ) 的 最 小 素 因 子 ， 每 列 项 上 各 数 (1，3, 7, 9) 指出 的 个 位 
数 , 而 下 面 左边 的 数字 指出 ”的 千 位 数 . 百 位 数 和 十 位 数 ， 表 
中 短 划一 "说明 m” 是 素数 . 

例如 ， 在 表 中 查 到 102 那 行 时 ， 我 们 发 现 1021 是 素数 ， 
1023 可 被 3 整除 ， 1027 可 被 13 整除 ，1029 可 被 3 整除 ， 借 
助 此 表 可 以 迅速 地 求 出 10, 000 以 内 的 任 一 整数 (及 20, 000 
以 内 的 任 一 偶数 ) 的 素数 赛 分 解 式 . 例如 ， 取 3141， 由 表 的 
314 所 在 行 ， 我 们 发 现 3 3141， 相 除 可 得 3141= 3.1047;， H 
表 的 104 所 在 行 , 知 8 1047, dér 3141 =33.349; 而 34 所 在 行 
表明 ，349 是 素数 , 故我 们 已 求 出 3141 的 素数 宕 分解 式 . 
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10222 2.19269. !' 10242 2.832.569 | 10262 2:7:733 
10223 10223 10243 10243 | 10263 3.11.311 
10224 24.32.71 10244 22.13.197 ! 10264 23.1283 
10225 52.409 10245 3.5.8683 10265 5-2053 
10226 2.5113 .| 10246 2.47.1609 | 10266 23-29-59 
40227 3.7.487 ` 10247 10247- | 10267 10267 
10228 , 22.2557 10248 23.3,7.61 . 10268 22.17.151 
10229 53-193 10249 37:277 10269 32.7.168 
100000 25.56- | 100020 22.3.5.1667 | 100040 23.5.411-61 
100001. 11:9091 | 100021 29-3449 100041 2.383247 
100902 2.3.7.2381 ` | 100022 2.18.3847 100042 2.50021 
100903 100003 100023 237.11.433  } 100043 100243 
100904 22.23.1087 100024 23.12503  . | 100044 27.32.7-397 
100005 3.5.59.118 100025 52.4001 100045 5.13.17.107 
100006 2.31.1613 100026 2.32.5557 100046 2.50023 
100007 97-1031 100027 23-4349 | 100047 83.33349 
1000039 23.32.463. 100028 22.17.1471 100048 24.132.837 
100009 72-13-157 j| 100029 3.33343 100049 100049 
100010 2.5.73.137 1000930 2.5.7.11429 100050 2.3.52.23.29 
100011 3.-17:37:53 į 100081 67-1493 100051 7.14293 
100012 22.11.2273 ` j| 100032 26.3:521 100052 2.25013 
100013 103-971 = | 300033 167.599 100053 32.11117 
100014 2.3.79.211 ]00034 2.11.4547 1090054 2.19.2633 
100015 5.83.241 100035 34.5.113-19 100055 5.20011. 
100016 24.7.1947 100036 22.89.281 109056 23:3. 11.379 
100017 32.11113 100037 7-31.461 100957 ` 100057 
100018 2.43.1163 100038 2.3.,16673 100058 2.72.1021 
100019 100019 100039 71.1409- 100059 3.33353 


vv vv | 


一 244 一 


#0 


J00060 
100061 
100063 
100063 
100064 
100065 
100066 
100067 
100068 
100069 


100070 
100071 
100072 
100073 
100074 
100075 
100076 
100077 
100078 
100079 


100080 
100081 
100082 
100083 
100084 
100085 
100086 
100087 
100088 
100089 


27. 5.5003 
13.43.179 
2.33,17.109 
47.2129 
25.53.59 
35.7953 
2. 50033 
112.827. 
22.3.31.269 
100069 


2.5,10007 
32.11119 
23.7.1787 
19.23.229 
2.3.13.1283 
52.4003 
22.127.197 
3.33359 
2.11.4549 
7.17.29? 


24.32.5.139 
41.2441 
2.163.307 
3:73 an 
22.Í31-191 
5.87541 
2.3- T-2383 
13.7699 
23.12511. 
33.11.337 


keet 


| 


100090 
100091 
100092 
100093 
100094 
100095 
100096 
100097 


100098 


100099 


1001.90 
1001.01 
100102 
100103 
100104 
100105 
100106 


100107. 
100108 


100109 


100110 
100111 
100112 
10011.83 
100114 
100115 
1001.16 
100117 
100118 
100119 


2. 5.10009 
101-91 


22.3:19:439 


7.79.1811 
2.50047 
3.5.6673 
28.17.23 
199 .503 
2.32.67-83 
31.3229 


22.0. 7-11.13 


3.61547 
Ze 50051. 
100103 
23.3.43.97 
5.20021 

2 50053 


32.72.227 
22.99.863 


100109 


2.3.5.47.71 
11.19.479 
24.6257 
3.13.17.151 
2.7.7151 
5.20023 
22.35.103 
53.1889 
2.113 443 
3.23.1451 


100120 
100121 
100122 
100123 
100124 
100125 
100136 
1900127 
100128 
1900129 


100130 
100131 
100132 
100133 
100134 


100135; 


100136 
100137 


WEE 

| 100139 
100140 
10014. 


100142 
100143 
100144 
100145 
100146 
1001.47 
100148 
100149 


AH 


Ce -Te i, 


23.5.2502 
7-143023 
2.3.1137 
59.1697 
22.25031 
32.53.89 
Eer 
2231449 © 
25.3.7+149 
100129 , 


‘41 


"3 
v A7 


2:5.17.19.31 


3.33877 


11.9103 


2.32.5563. 


HA 


23,12517 

3.29.1151. 
oan 一， 
187708 > 


f 


2P: B5. 1669 
E 4D.. 
A: E 人 
88:8709... 

24.11.569 


5 -20029 
2.3.16691 
17.43.137 
22.25037 
3.719.254 


EE EE 


DW 


. , — ` E WW 


一 245: 一 - 


GC 


OC? 
tw 


d SIE) 0 
. 13, 34, 
à r=9, y=- ô, 


n “Oo 


CU VS Cu 


练习 答案 


所 有 整数 ， 


La 
d, 


L 


， 一 个 ,一 个 . 

. 72=23.32, 480=25.3.,5. 

.对 某 n, 有 plan. 

. 假设 =7? 一 1 时 ,结论 成 立 , 则 出 pl (alias…Qq Da 知 ,2|1ald3…a 3 


或 plar， 在 第 一 种 情况 下 ， 很 据 归纳 法 假设 ， 知 对 某 j(1<j< 


A, 有 plas 在 第 二 种 情况 下 , p|4ar， 无 论 是 哪 种 情况 ， 部 有 


pla, 其 中 7 AWE LSS 之 某 数 , 故 结论 对 有 =7 也 成 立 , 义 结 
论 对 =1 RSC Di, dt Sur 


` 25, 45, 65, 81, 89, 
.2.3.52.53， ` 


Em 的 解 为 st RR Rb: 是 整数 . 


(c). 


. c=10+3t, y= 一 t,t 为 整数 . 


2 一 0， 4 一 二 ， X=3, Uz. 
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， 真 , 真 , 假 , 真 ， 

, UJ km=a-—b, ik m| (a 一), a=b(mod m), 

. 1,7,9,4, 8, 

. n=] (mod än HHE kA, n=142k, n H 2 4RR, RAA 1, 
例如, 5:-4=5.6(mod 10), 但 4Æ6(mod 10), 

. (ar=2(mod 7); (b)e=4(mod rn, 

, z=2(mod 3), 

， 两 式 都 错 . 


. 例如 , 4r=3, 5z 三 #4,， 6z 二 6(mod 12) 分 别 为 无 解 , 有 一 和 解 , 有 六 解 . 
. (hi, (ei, OREH. 

就 是 定理 1 PIJE. 

. (a)2; (biss LEI, y=2—9t, 
. 3, 1, 5,0,1., 

. T=2, 5, 8, 11, 14 

. 2, T, 12; 2; ERE 2, 

. i c=104(mod 105), 


10, 1, 


(©, Di, G, 9, ©, 9), O, 8). 


en 134 12 13 14 1 i6 


da 2 6 2 4 4 5 


, d) =4. dA(p") =n, 
. d(pg) =8, d(p"qg) =2(n+1), 


20, 


n 9 10 11 12 13 14 


on) Lä 18 12 28 Lë 24, 


6. o(@)=1+p+p +p, op =1+p+q+4pq, 
8. op") =1+p+pP + tp = (p11)/(p—1). 


— 247 一 
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. 0(240) =744 
3 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 


fm 1 1 1 32 | 6 1 4 1 íi 1 I2 


1, 3, 1,3, 5,7, 1, 3,5,7, 9, 11, 13, 15, 
D27) = 二 2" F Zn REAT, 


Dm), 


8. 24, 36, 36, 


LO Y On ao w 


(a)12, 13, L4, 15, 16; (by2 Geint, 
。 C1= il, 3, 5, D. il, 13}, GER) 4, D. O, 10, 12}, C= 10}, 


C14 = {14}, 


,2,2,2. 
. 1 2, 3, 6，2 和 5 的 阶 为 6, 二 和 7 了 7 的 阶 为 3，8 的 阶 为 2,， Lët 


为 1. 


，191(39, 77, 115, 153 REGXO. 


3 和 ”是 10 ment 


.其 阶 分 别 为 2, 4, 1 


8, 12, 15, 16, 20, 21, 24. 
JAT A, ind 1=0, Did 2=4, ind;3=5, inds4= 2, inds0=1, 
inds6=3, 


z2 十 4 十 3 二 0Gmnod5 ， 
(z+2)? 三 1] (mod 5), 

2 和 4. 

2 和 2 一 全. 

1, 3, 4, 5,9, 

15 mie 

1, 1, 1, 1, 

1,1, 1. 


9. F pra, D Pp) =l, 
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bmp 


13. 1,1, 

14. 5, 13, 17, 

15. —1, 一 1 

§ LS 

2. E. 

7， 它们 全 非 奇 素数 . 
§ 13 


Lech 


6, 7. 


9,7, 64, 


a neey 


an 
W 


11, 19, 110, 6z. 
28, 40, 6x6, 
83, 


kA Ei H H 


GA 


. 73/4950, 
. 0.17073, 
. 4, 2,2, 
7,6,5, 
， 0.02439, 
5, 


M = 


mh O b O 


S 16 


1. 车 Dp 整除 xz, y, hEN IEAB 
2. EI, 2 就 会 整除 (4&4, 5)， 


$17 


1. desiumod AEREAS. 
6.，(8) 因 为 %=2v; (b) Wii bo =m en", 
T. A n=0, Mja =2mn=0, a, b, c 就 是 一 组 、 


| 31 一 24 十 23 十 22 十 21 十 2 ，33 一 25 十 2 


2 <27。 因 此 对 一 切 2 有 7 了 > 8i 


. 10， 101002, 11001000», 


一 249 一 


§ 18 

2，320 一 182 十 1 

4. Æ r=s=0, N klz, kly. Dm klp, 就 有 k=1 或 = p, RUE 
FAREBBE Al A k=p, N e y PEIE, rA. 

§ 19 

T，3.17= 12 十 1 十 了 十 0 一斑 十 下 十 3 十 本 

$ 20 

L 最 小 解 为 3: 一 2.22=1] 和 2 一 3.1?=1. 

2. 在 X 一 my 一 ZX 十 my 二 1， 则 2x 二 2， 男 一 情况 写 此 相似 ， 

3. 26, 15, 

4, (r+sNYDE(r-sNYD (ri Ns t=] =], 

ZC 

1. 车 (e, bid, 则 对 所 有 n, dlGoni bi, 此 序列 至 多 只 包含 -个 烷 
Sr, BI d EG GR 4 是 素数 的 话 ). 

3， 检 验 mod2, mod3, mod7 这 几 种 情况 . 

5， 检 验 各 种 情况 ,或 利用 ?922+212 二 = (2 十 1)2nmcdI9)》， 

S 22 

1. 4, 5, 2, 2, 

4. p32) = log (24.33.52.7 .11.13.17.10.23.20) =28. 5- 

5. 在 第 m 列 中 ,共有 [1/27] 个 非 零 项 . 

6. O/D, 其 中 m= [log (x/2) /log 2], EEN HH m= 

tx/2 

是 ; 最 后 一 项 为 [x/p"j, 其 由 w== [log soe p], 

9. [log n/log p]. 

10. 110, 

13. n=[loœg x/log 2], 

附录 一 

1. f0) = (n-1)?, 

2. fm =r +i, 

3. FD =n? — n7, 

4. 所 有 nel, 
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-J 


5. 


所 =12/29, 是 


附录 二 


1. 


~O oo bo OË o e ob o 


(a) FDIC + F323) 9g.5) Ha + fF(4) 903) + FOI 
+f Og); 
Cb) ed FP/2+9(3)/3; 
LG Fg D+F gI + 4g9(— I) + Thou 
+ECO AFIO ADIDI HFA. 


ADi O È O EE 


以 有 其 它 正 确 的 记 法 . 


. (a) 2; (3 (on 24 

, (a) 41; (b) 45; (c) 9801, 
(a) 1; (om e) 3/14, 

， 对 任何 整数 有 [z+2]= Lal +n, 


179. 


KZ 

. 13 3 68, 

. 13, 122, 

. 23, 41, 87, 或 105. 

. 23, 41, 55. 

， 无 解 ,因为 不 可 能 成 立 x? 寺 10 (mod 16), 


13. 


A a SS m 


- ge D kat, 出 | Kiko =1, Dn k=l R k= k= l, 
-AHS 


(b) dia d| G2+2), 则 aj2. 


. die diN, M dl (Nanne eng. 
. 车 4>0, dle, d|b, 则 dla, di 


O) $ djk, dl, 则 dln， 或 用 引 理 和 


(bn # 2997 +247s=13, DI 299(7+247) +247 (3 一 299) =13, 
(un Zë r/s 为 一 根 , 则 C7/s)?+alr/s) +5=0, 或 7?+ars+bs?=0， 


利用 定理 和 证 明 : 符 s 引 和 (7, s) =1, W sli, 


id, a/d) =1, Sek 应 用 定理 5 


>- MAEM G, 


e AN 或 首先 证 明 ; 任意 三 个 相继 整数 中 必 有 一 个 被 


or 车 3" 的 最 后 一 位 数 为 9, 则 3"(81)* 的 最 后 一 位 数 也 为 9. 


. (ën 111|111, 111: 


(g) 注意 ,1033 一 1 = (10?— 1) (10? +-1)(104—10?+1)(101+102+1) 
=99.101.9901.10101， 利 用 过 A DC 


T| C(6n—1), 11| (61), 


一 种 方法 是 用 题 6 和 题 8 证明? 和 ?2+1 必须 都 是 平方 数 . 
， 写 出 Pp 二 天 一 1= (n+ a1), 并 考虑 下 列 几 种 情况 . =n], 


ni 1, n? —- L, 
验证 : 2* 一 1= (2—1) (2004 201), 


-= 252 一 


21118 1001. 证明 2 Pia Cmod1001), 因而 ,车 7 11, 13 三 


. %/p<?28， E njo JEZ, Cat Gi Kee 3 还 要 小 的 


KAT FATA. 


(a) NECN -D2 = (N +D. 
, BEN EER, IA om, Po s Px AMA N DIr DT. 
. pla, alain, Mopolla), mpl @—DPa A plan Gi 


D1P 是 不 可 能 的 ; p1Q 一 力也 不 可 能 ， 因 为 一 ?<i 一 jn, 用 由 
pl|a,, WE Phn, 


. RRR”. 

， 每 一 整 数 必 与 0 1, 2, 名 中 的 一 个 数 同 余 (mod10)， 

《2 十 二 3 一) 一 302(02 1) +1, 

， 当 7 三 0, 1, 2, 3, 4(mod 昌 ) 时 ,考虑 3ni -3n 1, 

证明: di10* 二 dy-110 寺 … 十 Qo 三 QQ 二 十 do mod 3), 


只 要 证 明 : 由 三 4;Qmod p), a4 t=, 


一 个 周年 的 二 月 一 日 与 下 一 个 半年 的 二 月 一 且 间 有 3.365-366 一 


1461 K, 1461=5(mod 7)， 记 住 , 公 元 2000 年 将 是 闲 年 ， 


， 形 如 abba 的 数 与 4 一 b+56 一 4 同 余 Cmod11). 
.证 明 : 任何 立方 数 与 0 1, 8 三 数 中 一 数 同 余 (mod 9), 而 在 这 些 数 


中 , 任 选 三 个 数 相 加 都 不 会 与 4 同 余 Cmod 9). 
E g” — l= (s1) (vw"1 填 x 十 … 十 1)， 并 说 明 m| (一 1 和 
m| (rm Www EI 


-m 


数 中 任 一 数 整除 (7)， 则 它 也 整除 n. 


(ei HÆ A, 6191 二 41.151, 故 该 同 余 式 等 价 于 407x 二 :191 Gmod 41) 
dl 191(mod1: DL. Ak, c=14imod 4, z=1 Qnod 151). 


(di ZERRAN N 


xr=3(mod 5), c=3(mod 7), x=3Qnod 11), 


D. 将 2401 的 倍数 逐个 加 村 4, 直至 得 到 9 的 倍数 为 上 上. 
7， 解 同 余 式 组 :7 三 0C(mod 3), Rn 三 3(mod 5), n=3(mod7),. 


8. WEO VIS, Ra, b, 2 应 满足 的 条 件 . 
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10. 
.我 们 知道 ,对 于 某 ki M ko 有 


13. 


12. 
13. 


主意 , 由 x 三 1Cmod 6) 便 必 有 x 三 1Cmod2) 和 zx 三 1Cmod 3), 故 后 两 
ARARSA 
(b) n= 4k FE n= 10kg 2, 不 可 能 成 了 4k, =16ka 2(mod Ai. 


(m+Dr=r(m+1)+kim(m++1), 
mr =sm+kam(m-+1), 
再 将 两 式 相 减 . 
求解 3a=20r+r, 
5b=20(r+1}+ (r+1), 
oss ZU Ur 十 2) 十 4 十 3) 


:应 用 定理 1 


，163 RRX, 
， 人 三 TOmodT0)， 
.71 三 ] (mod 100), 


， 一 1 二 (一 1 三 (2 一 由 1 人 一作 一 1 一 全 一 2))… 人 一 1Onod2)， 


以 及 Pp 一 ?三 一 "(mod p), 


. (@— 1); =(p—1)(p—2)(p—3)!. 
， JJH 5, 
, (a) 应 用 二 项 式 公 式 ( 参 见 附录 二 ) ,我 们 有 


KEE Gi (sf Ircze Al p ES 
d 2 p—1 


目 对 r=1, 2,…, Oe 


(dn 使 用 归纳 法 , 或 者 将 下 列 各 同 余 式 相 加 : 
1?~0?=1(mod pi, 
2P?—]"=1 (mod p), 


a? — (a —1)r=i (mod p), 
US Ile 0, a” =br=lmodn+I), 
(b) 1+2+ + (p—1)=p(p—1)/2; 


— 294 一 


23. 


8 d 


DEI 


15, 
LS. 
19. 


2l. 
22. 
29. 


(c) 2, 4, ô, WW 2(p— D RRIA (mod ni 1, d "a Hr" 1 的 
HES, ur 
1 十 2 十 十 (0D 一 二 ”= 十 和 十 十 (2(p—1))” Guod p), 


-1 -1 
df Si 三 2m S\im (mod p); 
i=] i=l 


-1 
因 Zi (modp), RIF P Sir 


， AFRIKE, asl, MARRIR HER, Terroir 


=4(— 1) (mod p), 


， 证 明 1131—11 =13 (mod 31), 


a) at-a ti— atl t at= (af OI (a — 0); 


(b) oi ofze ~a (mod p), H ar —al=a?—a(modg), 


(21714)? = ] (mod p), 


-AJH P? e PETISE L, 
J, 4n? ent? = (uel —1)/(n-İ), 
.利息 题 231, HE n=10, RA: 你 如 果 已 经 读 过 $15, MaE, 


由 于 p 地 2 或 5， 1/p 可 展开 成 一 个 循环 小 数 : 1/p=0. dido dl 因 

Je, Our Le pigdngder: oui. 20 pd, 则 有 2 一 也/ 9 2 一 了 3 时， 
男 作 培 明 也 不 难 证 得 题 中 络 论 ， 

20 a= ten, Mj atp = (e + kp) rnsacr imod p), 


EE n/d: 一 个 和 式 中 出 现 的 各 项 与 另 一 和 式 中 各 项 完全 相 


d. E AFET. 

利用 题 14 和 和 定理 2 

今 4=6+a, y=6+b, Hl ap 一 36. 

令 X 一 六 十 0 y=N +b, Mj ab =N?, HA aN ANE W a Ra?) 
个 负 值 a 满足 此 式 , 其 中 有 一 个 即 为 一 以 . 

Dunnen, Ho-3 

令 xX+y=4, x—y=b, lij ab=N, 

对 方程 取 模 4, 并 考虑 三 种 情况 : eF yE at. i WA 
均 为 偶数 . 
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24. 
SS 
6. 


LO. 


12. 


仿照 课文 推出 ， 


利用 题 了 以 及 下 列 geg SCH 
DI N/d= "Sid 


N Zi 


EECHER EE aen “可 能 的 ， 
, SET Eet del NEE ` 


et 
p- 
由 此 可 得 2= 人 7 一 D/G-TD， 
(a)》 1+p 的 因子 不 外 平 是 1，2, 3 o itp 而 这 些 数 的 和 为 
(p 十 32 二 2373， NN 
(b) Ze p24 为 亲 和 和 数 ; 则 由 题 9; elt =1+p+p, 
(f) 证 明 s(pq) 一 2 一 (p 一 了)(q 一 1); : 
(Ge Fn IAR Wotaiatl, i 
e Ur Diere (1) ër 1, 


SEET 


GEET EECH 其 中 mm 满足 0< 


13. 
. 才 庶 下 列 各 种 情况 : p=2, p=5, p=1, 3, 7, 9 (mod 10), 
15. 


m <k; 证 明 s(d) 一 一 工 或 200 "ës 
G) #p+2, , 证 明 s(2 0) = Gm "ch Ae 
ERD s(p) = (2p' D DEN HE BnL 
证 明 ， 由 于 2=1(moa9); 每 ~ titel 
7(mod 9). p=3 时 要 分 开 考 虑 . aa 


, 27122 — 1) = 1/2) (4°— sde GETDI G- D; Hi =- 


Tir 


, 着 Pamp, 则 Qo (PAANI. ETA 则 EE 


十 好 十 … p plete (mod 4), 


GE MER CHE EEN 


, 用 a RARAP 并 应 用 定理 L 
13. 


HHRY G, m) =1 时 , (di, dm) = Ld, 
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14. 


利用 定理 3 的 推 沦 知 : 车 名和 有 一 大 于 1 的 公 因 子 , 则 
nU- uC- e B-p) 


pin PD/ pim p pin 


具有 更 多 的 小 于 1 的 因子 ， 


. 记 m 一 2"W, n 一 2W, 其 中 用 入 均 为 奇数 ， 则 (M,N) =1, 故 


dia =p RMN) =2 pM ON), EAA Ep, 


. w m=p M, n=pN, 其 中 (W, M)= (p, N)=1, m (M, N) =1; 


然后 如 题 16 IERA A ERER OX AN: 


. ins DN, 其 中 N AAR Wl Ath =p =EN), A 


时 , n/2=271N, 


. @a=2X3N, 其 中 (2，N) = (3，N) = 二 然后 如 题 18 那样 证 下 


去 . 


. 如题 19 那样 写 出 多 WA GOD DEN) ON, 
证明; 大 ?一 1 和 % 十 1 均 为 素数 , B n>4, 则 6|2”， 然 后 应 用 题 20 


的 结果 . 


. 的 奇 素 因 子 个 数 不 可 能 超过 1 
”证明 ; “不 可 能 具有 2 个 以 上 不 同 的 过 因子 , 且 对 素数 pg MEH 


en o, 5， 不 可 能 成 立 p71(p 一 1) (qg —1) = =14, 


证明: A isman, Hn, n) =1, 则 (人 2 一 02 m=1, KE, # n>2, 


AUNE n H5 n ARRORA ERAT RAEER, R 
PAZEI n, 


7. (10021) =9100=22.52.7.13. 


(a) 应 用 引 理 2 (b) 2 是 37 的 一 个 原 根 ， 


由 于 g 是 p 的 一 个 原 根 , 故 不 可 能 有 oss LCmod p), 
. 用 4 -1 续 此 同 余 式 左 端 . 
(8a) Ea KR mM Ne=] mod p); 


(hit J r REAR, Séile Zeckt ij h= 


k (mod p), Saint HH HE, a+b 为 偶数 ， 且 

(gh) ‘22s (erer) 人 Di, Zi gh EBY mod p) 个 是 

p-ti, 
— 257 一 


Wei 


17. 


18. 


19. 


2l. 


§ 12 


央 为 天 二 和 十 Ts00nog p), ie (04 了 5s:2jJ C2 十 4 十 1) 十 1 = 
Inod p), X, (a +1)?=--10nedm, (a-4-1) sa (mod p), i 

出 和 定理 2, 任 一 素 因 子 的 形式 都 为 34k+l, EH, IR IANT 
小 于 (131071)422， 故 也 小 二 362， 要 检验 的 素数 就 只 有 103, 137, 
239, 307, NN 
A8 7 的 汪 明 改 造 一 下 .4 的 阶 (mod 9) A 1, 2, p R 2p, WEH 
a 的 除 不 可 能 是 2， 和 再 证 ， 敌 4 的 阶 为 2, glat, HÆ at 
BTA 2p, Hl 4 二 1 mod 29). 

由 题 8, 不 等 十 引 日 能 整除 23 十 1 的 素数 的 形式 必 为 38# 二 1， 由 
二 ((28 IN /3)1?<-29, 要 检验 的 染 数 就 只 二 191,229, 419, 457, 


EE EE (+1) tind (2-1), M a= a1) al) ER 


1 (mod 2D)， 这 不 可 能 成 立 . 
R) 议 7 na Ngow 为 小 于 或 等 于 2 D fun E Sp TA ir, H 
Indie (k=l, 2, GD) 这些 数 是 0, 1, =, pn) 一 1 的 一 个 排 
列 ， 因 而 有 
Duo: Ngem) = oli?" ärm GE élu et 
zim 1 (mod m), 


(b) Æ ind, k=a, ind, g=0, DU assis Cor (mod m), 


.应 用 题 22 的 结 


' 它们 恰好 是 17, a, WW 157 的 最 小 剩余 Cnaod 31), 


(e)22= — 1 (mod 23), 


-应 用 二 次 互 反 性 定理 . 
. 当 且 仅 当 开征 一 个 二 次 剩余 anaoda 7 时 ,7|1(022 二 1)， 


(1/p) = (ab/p) = (a/p) (0/p). 


，159 一 3.53, 它 不 是 素数 , Zg? =211 (mod 3) 4] 2?=211 (mod 53) . 


WD =q + 4) g) = (44/9) = (a/9), (G/D = (Cp 4dr)/p)= 
(~ 4a/p)=(—1/p)a/p). Rit, @/4)q/p)= (—1/pa/pXa/o). 
应 用 一 次 互 反 性 定理 : BA p= mod 4), KRAAS i, Hl p=g= 
1(mod 4), X p=q=3 Qnod 4), 
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Cl véi 87 


10. 


Il. 
$ 13 
l. 


. H p>3, 则 使 3 的 最 小 剩余 (mod p) 大 于 (Pp 一 了 /2 的 那些 整数 


k 正好 是 满足 (Pp 一 了 /6- < (p—1)/3 的 那些 有 考虑 下 列 几 种 情 
dd. p=12n+1, 5, 7, 11, 


. p=4+1=1(mod H, dir (inn = WD = CHdN. ， 另 -一 方法 是 : 我 们 


ALARA Een, 有 由 =4Gmod 12), 再 应 用 题 1 的 结果 . 


证明， 车 Pp=22 一 此 由 qd 为 奇 素数 ， 则 关 =2.49 2 一 1 三 


一 ] (mod4), 改 有 (3/p) := 一 (Pp/3)， 


ar72 (mod p) | 


: (a) 注意 , 我们 总 有 4 三 1(mod 4); 


Cb) FENIE N: p=1 (mod 和 9 和 p 二 3(mod44)， 


, ((@-—a)/p) = COD. 
.各 个 剩余 之 和 同 余 (mod p) 于 


` o o , p LI 
12422 4 EE 


(ai (=3/D = (=1/p O/P); WAR 1 的 结果 


(bi OD, aime -+r =0(mod p), DIS — 33 (mod on, H 
中 s 是 On p) RJR —- ME, 

r E nn =l aod p) pg- p, n=1, 2, e, p—1, MarH) = 
n (+n) (mod p), ik amti) 二 《1 二 2)/P)， 证 明 , 当 % 取 
DEET p—2 GE ENEGKEET poi WRITER 
和 为 (2/P) 填 (3/ 记 十 …-4-《Cp 一 D/P) 但 1 2, +, p1 Ah, 

— FeR, BEE ERR, AA 
d/p) + (2/p) ++ (œ-1/p)=0, 
利用 $6 是? 的 定理 , 取 = ERIC 


(bi 一 种 方法 是 利用 几何 级 数 的 求 和 公式 . 


8. ZE obral O, 1, 2, 3, 4 同 余 (mod 5) 这 几 种 情况 . 


9. 


(b) 7*=1(mod2), k=0, 1, 2 


12. 用 2 为 基 来 表示 数 时 ， 检 查 一 下 有 该 数 出 现 的 表格 有 什么 共同 的 


"SO. 
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13.， 欲 证 这 样 一 个 表示 式 的 存在 性 , 最 好 用 归纳 法 . 选取”*， 使 
SEA SEN 


See SN 


于 有 (一 3 十 1) /2 二 7 一 37< (37 十 1) /2, 
14. 上 12 为 基 写 出 100000, 
16. 应 用 题 13 的 结果 . 
§ 14 
16. DO. An 并 将 它 转 换 为 以 10 为 基 的 数 . 
17. 10t==1 (mod en, Laf, 1,.... 
19. 一 立方 英尺 的 水 重 62.5, 普通 磅 ， 一 普通 加 仓 的 水 的 体积 为 231， 
VH S, 
§ 15 
1. (e)10=-—1(mod 101), 
ZE 1/n=d/b+.-- +d,/b', M] b/n 是 一 个 整数 ， 
6. BFE A t, 4E b/n 为 一 整数 . 
8. 仿照 定理 4 的 证 明 . 
13. (eo—C7—1D))=70—1)+(r+1)6—7), r=0, 1, 2，… 
lt. 老 一 个 数 展开 后 , 既 不 是 有 限 小 数 ， 又 不 是 循环 小 数 , 则 此 


数 必 定 不 是 有 理 数 . 因此 ,用 任何 数 ( 包 括 7 在 内 ) 做 基 ， 
0.101001000100001.… 总 是 无 理 数 


1. Ent nti =m, Mj ?22 二 102 二 (11 十 2 

8. A +b =c, 用 0 一 2c, 则 可 证 , (4 十 0)?= (6c 十 2)? 一 4 二 cle 十 4)， 
Hœ, c+ =L, 2, 或 4; 应 用 引 理 2. 

H. Æ m=0(mod Die n=0 (mod 5), Mj 5ļ]a, "ms +n(mod 5), mij 
5j2. 证 明 在 余下 的 各 种 情况 中 , 必 有 5le, 

10. 证 明 Al Za tan? nd 和 3 Can n?) , 

11. 将 题 9 和 题 10 合 在 一 起 考虑 即 可 . 

12. (a) 该 四 边 形 有 两 个 直角. 

13. a n=t@—1)/2, m=i +1)/2, 计算 m-n? 

Io. Æ (a-d)? +a? Catani, Di ala deii =0. 
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16. (by 落 扫 十 D2= (十 人 2， 则 a =2b-+1, 因而 wa HAR, Pik a= 
Zil. 

17. © RME mm (m-n) =mm(m—n3) 的 非 平凡 解 ， 这 可 不 

18. XJF SIE DES, 

19. 4434 4n? 4n l= LCmed Epi, 23 2n? -2n 1=0(mod ei, 

21. Æ 9= (a/o? + b/f, M atb rf DOE a-b =0 Cmd Hi: 证 
明 这 将 意味 着 4=37, 5 二 3s, 因而 有 .7?+s?=c?, 此 方程 有 无 限 多 
组 解 . 

22. (an Ea JIER, k m zu, az Zant 若 4 RAR, Km n, 使 
a=m n? = (m+ On — 1). 

23. Ftb =e, H 2(a+b+e)=ab, WH bO=4+8/(-4), Griet 
能 有 a=5, 6, 8, 12, 


3， 回 亿 一 下 费 马 定理 ， 
4. 37 pieyz, 则 费 马 定理 称 : rley =S mod p), 
7. ER e, y, z 必定 全 为 偶数 
JO. NARSA =y, 故 可 假定 X>y， 可 证 , <2”, HaHa 
mm mm tun, BIL en an a1)”, 这 是 不 可 能 的 . 
8 18 
3. WHR es D 
4. N 2=0,1,2 8 4(mod D, 4 r=y=0 (mod D, A E+E 
O(mod7), (BIERMA 49| +y’). 
5. ee 1, 4 或 7(mod9). 
T. BR n/m DU EET EEA. 
12. sp Les 4(mod8), | 
13. RE EELT) =at ty +, RAMAR L 的 结果 可 得 Bk 十 ?二 
rity +2 其 中 t, yo a 均 为 整数 .再 应 用 题 12 的 结果 ， 
15. 证明 中 可 利用 G9 十 8) awya 二 CY 二 W589) +w Cry af, 
8 19 
2. 5725841 =112.47321 
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| 一 
O OO ~ CG OD Dä Mi re CC 


m td 
OO Li 


ke 


.考虑 三 种 情况 : x, y, z, w 中 , 至少 有 三 数 可 被 3 ERR A AAE 


被 3 整除 ; 至 少 有 三 数 不 能 被 4 整除， 


St, be, béie, HIEL keet (mods), 
对 模 和 考虑 该 式 . 


. 2? + 2æy — 2y? = (x +y)? — 3y”, 
. 配 成 完全 平方 . 
(8) Ua, Do 为 三 边 的 三 角形 面积 为 (5(s 一 0) (8 一) ee), 


其 中 s= (4a 十 5b 填 0) /2: 

Ou # 3a? —3=b°, M] 3b, ik o= 3c, RA 3—3 = 9e, BI a? — 3c 
一 1, 这 是 一 个 费 马 方程 ; 

(d) 对 模 4 考虑 3((24 十 1)* 一 4 一 62 


. a tHyN >l, L=? Nyi = a YN? (HN). 


. 应 用 引 理 4 
14. 


若 (z 一 1)? 十 x2 十 (X12 一 4 十 (ww 十 1)*， 则 (2u 二 1)23 一 6zZ2 二 3， 故 
H 2u+l=3y, P —2=1, ENEE TRAI s=, y=9¥ 
大 的 解 . 


， 落 1492 十 妇 一 mm， 就 有 Au — (änt Le A, 海天 端 分 解 因子 另 


-一 方法 是 利用 妇 天 22 十 和 十 1 < mnt, 


注意 , Jr nem 时 有 Ta Efon). 

:一 种 方法 是 考虑 mmod7) 和 20modll) 的 所 有 可 能 的 情况 . 

.一 2 WIRE ES KRR? 

,2 十 2N 二 3 二 (N+1)24+2 

.考虑 模 为 2 3 和 5 这 几 种 情况 . 

.在 02 十 2 十 4L=00mnod2) hE REEK, 

-应 用 二 项 式 公 天 

， 利 用 威尔逊 定理 . 

.说 明 其 条 件 即 为 ，nG@2 十 1) |2n! ， 可 考虑 三 种 情况 ，%* 十 1 为 偶数 ; 


ntl 为 奇 平方 数 ; -LI 为 奇 合 数 ， 证 明 ,在 每 种 情况 下 , n(n 十]) 
的 因子 都 在 2n 的 因子 中 出 现 . 
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a o 


14. 


{5. 
J6. 
8 22 
J5. 
SEI 
28. 
33. 


SEI 


35. 


36. 


37 . 


H wyt rise, 则 人 二 了 (2x 十 分 王 2， 说明 这 将 
HRA t=1, 

O 证 明 % 丰 第 2 行 中 岂 现 B00) 次 ， 这 不 很 容 努 . 

利用 对 数 . 


证 明 3|(p “+2). 
对 模 3 和 模 8 Aje Ober +b) lab), 
EEGEN 
(a) E n=4 Ons 12+- --a,:12%, W 
oe Oe 12+ e +a 12", 
计算 n—mmod Un. 
a) 车 么 为 合 数 , 则 2 一 2，3, 5, 7 中 必 有 一 数 整除 15, 从 而 也 有 
p| C210n -tm)., 
(a) A 3pt1=4", N] pc Loi Dun DD); 
(Di 若 3p-+-2==a*, H a” =2 (mod 3), 
注意 , 假定 G, DARA 将 此 方程 右 端 配 成 完全 平 
方 , 并 对 模 和 4 取 同 余 式 , 看 一 看 会 得 到 什么 
大 家 熟悉 的 “有 理 数 根 Së dE T/S 为 EE EE 
Ar + ao =0 的 一 个 根 , 风 站 lao，s| an Së r/s Jj @ -+b =2la+b)r 


+e? 的 一 个 根 , 则 r] (az 十 p2)，s| 工 , F a+b, Ba 是 有 
理 数 , 则 
二 人 一 
2la+b) 
也 是 有 理 数 . 


* LI M, 4, 9 为 模 考 虑 1 -=-= 1, 
. 20413 HIRRET REINI 137149, 


(a) Z n=ab, 则 10-188 


, GE 27712? —1) (mod 12), 

， 如 其 它 方 法 用 不 上 , 可 用 归纳 法 . 

, 证明 任 一 对 共生 素数 的 第 一 个 数 必 与 5 同 余 (mod0). 
考虑 所 有 的 情况 (mod 24). 


9 =]. (mod 100), 
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8l. 


-$ ki bn, Wl m=b=0(modp), ik m= +e(mod p), 也 即 对 


kgn, 有 m= tetnp, 


. 31 "+ 1), 
. 1088 — 1= (10% — 1) (10% 3” -+10”--1), 
, a= (8—2) (2ra +a") (a) ,证 明 右 端 各 因子 中 至 少 有 一 


个 为 奇数 


(a) 配 完 全 平方 . 


o ANE- E. 


. Anat däi, M (2m4 1) =8r-+1, Æ y= 2n +1, M y? — 8r? 


=1, 这 是 一 个 生成 元 为 53+8… 的 费 马 方程 , 它 有 无 限 多 组 解 ， 


. Rat n-e =m WERTZ, Ria S Y= (m4+1)/2, 


证明, 大 xX, y, ?三 数 中 ， 有 一 个 、 两 个 或 三 个 为 奇数 , 则 此 方程 左 


, S m=2pM1, 7 一 29N1, mt Le Zoll, RR 十 1 二 3PpNo, 其 中 DP 和 9 为 


不 同 的 素数 . 


: (8) FEER mod 3), 


k 
(D) w mD? mA E= ADR kE Dnt’ ei 
rel 


, 在 924 的 各 因子 中 ,每 出 现 一 -个 因子 5, 必 另 有 两 个 偶数 因子 出 现 . 
.十 十 了 十 十 十 Q) = 二 atd (qq 十 1)/2; 营 它 是 2 的 其 次 攻 ， 


证 明 4d 既 不 是 至 数 又 不 是 偶数 . 


. 考虑 此 数 Qnod 10)， 
， 没 这 些 整数 为 4 一 向 , 4 一 35,…, a+4b, 则 它们 的 平方 和 为 ei 


60D” 


drai <n (1 -5); Ep p ERR n RES, H p<, 
.车 p 为 素数 , 则 由 威尔逊 定理 知 ， 


4((p—1)1+D)=—p(p+1)p((p~1)!+1) 
= —p((p+1)! 十 2) Qnocd (p+2)), 
HRS 2 十 2 为 素数 时 ,有 十 D1 三 一 1 (mod(p 二 2))， 
Zen, nu 为 偶合 数 ， 
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82. 
83. 


Sr, 


88. 


89. 


90. 
91. 
92. 
93. 


94., 


96. 
98. 


103. 
104. 


AP -D= (9 一 了 D, 且 4a>], 则 p1(9 一 了 ), 这 与 p>4 矛 秆 . 
(a) S y=r+4d, z=7x4-24, 则 (4+2) Mach =0; 
(bi Ey=zrtd, z=r4-2d, M (d+r) (d (k+ Dr) =0. 
o, Qa, ce, fa 的 调和 平均 数 m 由 下 式 给 出 : 
1 SÉ 1 + 二 二) 


oi @ o 
因此 ,对 于 一 个 侦 完 全 数 % 的 因子 ,有 
LI ` 1 _ l enn 2 
m dan 分 d ndin) in d dan: 
(b) SZ n=](mod 3), M ln, i p=3.1BE n=1, AS Vmod Di, dër 
n?+n+i=30nod9), Dim. r=n=1; 
Loi Æ r=2k, Hui Li (Gett 8 RE T, 
(d) Riz oi, H p=2(mod 3), A r 3AA, p =2mod3), 5 
ah, n?+n+l=imod 3), 
FTS) =0, M rlan slao AE, r 20 s 均 为 奇数 ,但 这 意味 着 
0=sS 1 (r/s) 是 一 些 偶 数 与 奇数 个 奇数 机 加 所 得 的 和 , 这 是 不 可 能 
BJ, 
求 7” 和 和 5, 使 (Dp 一 7 十 1=sn, RES o säit 
(a) E =a, D lant les a Dn gen mod p), 
一 种 有 效 的 方法 是 归纳 法 ,并 利用 下 列 恒等式 . 
23 n = (23-1 (273—241), 
(a) ETIR, M 2n? + 2n- (1— 3m?) =0, i 2n= — 1t (6m? —1)1, 
因此 对 未 r, 47 6m? Leni, {E r= -Cmd K TRER M. 
BEM =por Pr HH pi <pa <t < Pr, MIH palm, Tilp — Dm, 
故 pe~ i= p, 因此 p= 2, Gas. DÄ, H plm, 28 (pe 13 |m, i 
(ps 一 pip2， 从 而 ps 二 ?7， 类 似 地 ,由 (ps 一 1) |42, 得 2 一 43. 最 
后 ,应 有 (ps 一 1) |2.3.7.43, 但 这 样 的 素数 不 存在 . 
乘积 中 各 素数 整除 (22) ,但 不 能 整除 n. 
nn? =] (mod p), H —1= (n/p send fang" (mod p), dr 
?的 了 i 为 2” mod p), 
(a) 2 一 1027s -十 2 
假定 2 为 素数 ， 由 威尔逊 定理 ,对 某 刀 有 +n) = kn, Am, 
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H j, remise Lol, 车? 为 大 于 4 的 合 数 ， 
WE k, Zr l+ (n-i) =+, dir orl D =a, HRAN 
几何 级 数 , 它 加 起 来 等 于 符 .， n= h, NER. 
105， 应 用 费 马 定理 ; 从 任 一 项 开始 , 都 有 一 个 公 比 为 35-1 的 几何 级 数 ， 
附录 一 
4., D823- Hn (n(n 十 ]) /2) 2 
8. —1nGt1l) n+) = 04n]? —1i, 
10. mD BEAT +D Snt D+2)+3m+G+2)， 而 
十 DTD 二 分 是 偶数 ， 
附录 二 
19. 计算 一 下 每 一 素 因子 在 两 端 各 出 现 多 少 次 . 
20. 应 用 题 19 的 结果 : 
ji 1 is 


E — 


n in an d? n? Zn amn dii 


23. EBAN mE vue, ng, 
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10. 
li. 


习题 答案 


onix (oi ren 592: a) 73 
例如 ,2;( EH 
(bi le (6) 的 一 个 正 因子 . 


(a) Gëlle y=79; (b) t=37, y= WA 

(oi X=2, y=]; (d z= —10, y=1, 

各 方程 都 还 有 共 它 的 解 . 

(b) 对; (ce) XF. 

(bo z=5+191, y 一 一 6 -234, 其 中 为 素数 ， 这 给 出 了 方程 的 所 
行 解 ; | 

Loi s=1+19t, y 二 一 1 -23t, 其 中 IER. 这 给 出 了 方程 的 所 
有 解 


例如， 入 6， 但 (4 6) =2. 


(bym=2, 6, 10, 14, =, 


. (a) 3-37; (b) 2-617; (e) 5-7-67; (œ) 27.33. 


Gei Rg (f) TL1. 12.37, (e) 35.7.11.13.37.101.9901. 


2. 例如， 614.9, 但 64, 619. 
. 511=7.73. 


4，(a》 使 这 个 说 法 不 成 立 的 第 一 个 数 为 n=20; 119=7.17, 121= 


C1 


UI n=24, 31, 36 | 于 ,这 个 结论 也 不 成 立 ， 


不. 


当 且 仅 当 ?的 素数 区分 解 式 中 每 一 磊 指 数 均 能 被 双 整 除 时 ,六 是 一 
P k RRR., 


不能， 
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， 对 所 有 2>0, Acn t D< +1， 由 此 可 得 题 中 结论 ， 
10. 


do 没有 , 因为 无 论 数字 e Mb 是 什么 ,总 有 


2pab 


T8 < 35 


<8, 


. RA p=19, 
Gong: (O #En=1001 +1, Manti, n+2, =, n1000 均 为 合 


数 


. TRY 21 — 1=2047 =23 -89 PAA GE K A T AD, (E 11X 


不 是 合 


， 不 成 立 ; 3160, 5160, H 3 和 5 均 大 于 60Y4=2.78.…, 但 60/3.5 一 4 


不 是 素数 ， 要 是 和 是 冯 的 最 小 素 因 子 的 话 ， 这 一 合 题 就 成 也 
T. 


. (a) 60, 2p°ą, 


(b) b+a 和 ba; (c) 1189=29.41; (d) 9379=83-113, 


, (oi s=1+t, y=1—t; (b) zx=1+t, 9 一 一 人 


(e) #2 二 一 1 十 161, y= 二 2 一 15t;，(d) H. 

在 (a)，(b)，(e) 中, t 是 任意 整数 ， 还 可 用 别 的 方法 写 出 解 米 ， 例 
如 ,在 (C) 中 , X= 一 17+16s, y=17—15s, s 为 整数 ,这 给 出 了 二 上 
述 完全 相同 的 解 的 集合 ， 


. @ z, y=1, 1; D ERE 


(e) æ, y=1, 3 或 6, 1; (d) z, y=3, d 


(ay t= 一 4 一 5 y= —5— 2t, t=0, 1,2,0 (hi 无 解 . 
NEE CHEN 1;23, 6, 2;24, 4, 3; 25, 2, 4, 

. 21 Airi. 

.他 买 了 九 个 苹果 和 三 个 桔子 ,苹果 每 个 9 分 ,桔子 每 个 6 分 ， 

. DZ, 

.有 四 种 方法 ， 二 角 五 分 的 钞票 分 别 是 14 张 , 155k, 16 3k, 17 3%, 
,二 年 级 学 生 8 名 ,三 年 级 学 生 15 名 , 四 年 级 学 生 3 A, 

.4 有 10 元 , B 有 75 元,C 有 15 元 . 

11. 


安娜 是 5 岁 ,玛丽 是 13 y, 


13. 


解 的 一 种 表达 式 为 . X= 一 1 一 9m 十 8n, y=1 49m 一 702 s= -—-m, È 
中 % 和 部 为 任意 整数 解 的 男 一 表达 式 为 : $=7+63m+8n, 


y= —6—54m— Tn, 2=—, 


, 25.51 元 . 
. ENEM EETE 3a, BAED 1.20 元 . 


.一 个 反例 : 22=32(mod5) ,但 2+3 (mod 5), 

. 不 成 立 ， 一 个 反例 : 1=4(mod 3), {8 14° (mod9), 
, A. 

. 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 


6 


Lol 将 一 个 整数 的 各 位 数字 从 右 向 左 交 替 地 配 以 正 号 和 负 号 ， 然 


后 将 它们 相 加 ,所 得 之 数 若 能 被 11 整除 , 则 此 整数 就 能 被 11 
整除 ， 这 可 用 另 一 方式 叙述 如 下 ， 设 的 序号 为 偶数 的 各 位 
数字 之 和 为 ww 其 余 各 位 数字 之 和 为 5, 车 11|(a 一 ), 则 11jn. 


, Di. 

, 1996 年 ，2024 年 , 2052 4, 2080 年 . 

， 位 数 是 偶数 的 任 一 回 文 数 都 可 被 11 整除 ， 
. Em n=15 mad 30) 都 满足 这 三 个 同 余 式 ， 
, DI zs LOomnod mn, Sir 


Tw 二 1 十 I 十 … 十 1 三 0 (mod m), 


. 118050660 =2?.32.5.7:13-7207, 


von (op (e) 2,8, 14; (d) 6, 15; (e) 6041, 
, Blan, 15r=14, 13r=14, Liss, 20x=0 (mod 20) 分 别 为 无 解 、 


ALTRE ue SO 320 个 解 . 


.解数 可 能 为 0, 1, 2, 4, 5, 10, 20, 


4. (a) X=1Qnod6); (b) r=13(mod 42); (c) x==348 (mod 385); 


(d) X=3(mod 385); (6) X=605(mod 1066), 


. X=6534 (mod 2401), 
I7 人 或 157 人 , 等 等 ， 
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7. 213. 


Oc 


10. 
LI. 


2531006 一 30233088000000. 


301 或 任何 与 301 同 余 (mod 420) 的 数 ， 


(ai 2223 或 任何 与 2223 i] A (mod 3600) 的 数 ; (b) RAB. 
. (8) r=3, ? y =0; (oi z=3, y=5, 


28, 21, 18; 63, 42, 33: 989, 63, 48, 


Di 


SEIT b Js G Oni all Cao iy), 可 证 此 条 件 也 是 该 同 余 式 组 有 
解 的 充分 条 件 ， 


(o, b). 


43 
(P70! MME 


(b) BER? Wj — 131 0 (mod): 


. (b) ll 20. p=5, F 二 3， 或 者 ， Dt, r=3 或 9, 
. 1 或 -1 
.所 有 满足 % 才 0 pk (mod o" pr n, 


(a) 8: (b) 24; Cen 48, 
(a) 96; (b) 1334; (c) 14880, 

(a) 4; (b) 24; (c) 4, 

(a) 74:138 =10212; (b) 12-9092 =109104; 
(c) 15-13-140 =27300, 


例如, d) 一 n TERIER, 


24, 48 
是 : ad(2* 1) = k, 
24.32.5.7=5040, KH 21-3?-5-11=7920, 24.32.513 =9360. 
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~J D be DM ` el 


11. 


5. AnS I ps, Moo) = H 


， 对 任何 素数 p, 都 有 Ip) =60, 

-È 为 偶数 时 ， 

， 形 为 pep pl 的 一 切 n. 

，16 组 解 是 ; (z, 人 = (2， 一 3)，(3, -6)，(4, 一 12)，(5, 一 30)， 


(7, 42), (8, 24), (9, 18), G0, 15), 以 及 将 它们 中 两 个 数 次 序 苦 
换 后 所 得 的 8 组 解 . 第 1 组 解 为 (z, y) = (12, 12). 


2DQCN2) 一 于 
9a (CN). 
ns pn, W o0 (lm lemer pi) 


(LAptop) e Apte to. 
Deptl 
pin p*—1l 


2P (2r — 1) =n (n+ 1)/2, Eih n=2"-- 1, 


.可 六， 2722—1424 (2—1), 


o 6 是 完全 数 : 12, 18, 20 为 过 剩 数 ; 其 余 各 数 为 亏 缺 数 ; 
(c) s(945) — 207 
(d) n 3 4 8 6 T 8 9 10 
n(n +I) 12 20 30 42 56 72 90 110 
ol(n(n4+-1)) 28 42 72 96 120 195 234 216 
sín n-+1)) 4 2 12 10 3 5L 54 一 入 


12, 96, 960. 
9792, 90900. 

1, 5, 7, 11, 13, 17, 

没有 数 满足 pO 二 2n, 因为 对 所 有 n 有 $02) Sa, 


.所 有 小 于 % 目 与 % 互 素 的 下 整数 之 和 为 nn, 


(a) p— 2; 

(b) p°— 2p; 

(ei EPM 是 序列 1.2, 2.3，…，202 十 二 由 与 吨 互 素 的 元 素 的 个 
A E n=p, p HERZL Okto pf (Pp 一 2)。 由 是 积 性 
Gr. Data CR rn Larei EU brun, 
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12. 所 有 解 为 . 17, 32, 34, 40, 48. 60. 
15. (a) 1, 1,2,1,3,2,2 Œ) Fl (6o) kh (® j+k-1, 
17. blmn) = (p/p te drun. 
23. (a) 0, —13, 0, —15,0; Œœ. mp Cen (d) —p*; 
ei DB prega d h ARN, 
d 0， 当 刀 为 偶数 时 . 
24, n=1, 2, 4, p' R Ap, Hih p=3(mod 4), k HERE 
26. 有 一 50 时 , 满足 要 求 的 25 有 . 14, 26, 34, 38, 50, 62, 68, 74, 76 
86, 90, 94, 98. 
28. (oi RA: 至 少 有 一 只 角 , 它 的 两 个 坐标 均 为 偶数 ; 
(b) 最 靠近 原点 的 这 种 方 格 的 四 只 和 角 为 (14, 20), d4, 21), 
(15, 20), (15, 21); 
(e) 2p (p+1)—3, 


A 


$ 10 
1. (a) 199, 202; (b) 10198, 10201, 10202. 
2. 4, 2,4, 4,2,4,2, Gk 15 ZER.) D 


3. Goin 123 4 56 7 8 910 11 12 13 14 
indon 0 1 5 222 6 12 3 1023 25 7 18 13 
n 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28B 
indan27 421 11 924 17 26 20 8 16 19 15 14: 
(b) 26; 
(e) 11, 

. (8) 1; (b) 0; (c) 38, 

. Loi 不 是 . 

:不 存在 ， 

. 乙 是 正确 的 ， 

(b) 37 的 原 根 是 2 的 最 小 剩余 Cnod37) (其 中 (%, 36) = ,也 即 
为 下 列 各 数 的 最 小 剩余 . 2, 25, X, 28, 213, 217, 219, 2238, 225 
2%, 281, 23535， 因此, 37 的 原 根 为 : 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 
20, 22, 24, 32, 35; 

10. (oi 2,6,7,8; Œœ 分 别 为 了 ， 3,1,9, 


O N OO OO 
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12. (b) 2 一 4 
13. 6, 26, 
21. C) 例如 ,m=8. 
22. (ai A9 和 产 是 各 的 两 个 原 根 , M Cind, A) (ind; g) 三 1 mod Cm))， 
o3 g=h 等 . 
$ {1 
l. (a); (Dir 《ce); OA fA., 
2. (a) 22, 31; (b) 2,5; (e) 13, 18; (d) 25, 9948, 
d. (a) 无 解 ; (b) 0, 4; (œ) 2, 
t Loi HR: 1,7,9, 15, 0) 与 定理 工 并 不 矛盾 : 16 并 不 是 奇 素 
90. (a) 3,6; (b) 4,5, 
6. 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19, 20, 25, 28, 
IT Wir Leit (d) -1; en -1; (f) -1 
8. 3, 11, 17. 
d @) =l; (b) -1; (¢) -1 (d) 1, 
10. (a) 1; (b 1, 
13. gp 21, 76; 有 解 : 16，37. 
15. E 
16， 是 . 
17. (—1/7)= 一 1; PKT. 
19. 7f., 23, 76, 83, 136 BPH EA HR, 
20. (7/p) =1. 
§ 12 
—1, 5 p=5 或 7(mod 12) 时， 
4. (b) 167, 
D a) prägt 1p) =1 的 奇数 p, 也 即 : p=2 和 wp 三 1Cmod 4); 
O 所 有 奇 素数 均 满 足 p| (p? 十 p); 
《ec) 与 1 同 余 (mod4) 的 奇 素数 . 
?1,，(b) pA p-a 同 为 剩余 或 司 为 非 剩 余 . 
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8 13 

1. (a) 10111010100; (b) 2001021s; (e) 4231r; (d) 2037s; 
(e) 1137;, 

2, (a) 421; (b) 709; (e) 1107; (ad) 2305. 

3. (a) 102, (b) 153 renz 

D 十 1 2 3 4 5 6 10 

5| 6 10 11 12 13 14 15 


6110 11 12 13 14 15 16 
10 |31 12 13 14 15 16 20. 


5. "jJ 2 3 4 5 6 10 


5113 21 26 34 42 Po 
6115 24 33 42 DI 60., 

6. (下 列 答 数 均 以 7 为 基 )(a) 105; (b) 1445; (e) 534; (d) 54421, 

7. (a) 19/49, (b) 1/2; (e) 13/16, 

9. (c) 满足 5=1Cmod 2) 的 任何 数 b， 

10. (b) 121,= (TD2 Cen (G43)2 

12. 例如, 19=16+2+1, 它 出 现在 表 16, X 278 1 中. 

it. 分 成 六 份 ， 分别 是 32 元 ，128 元 ，512 元 ，1024 元 ，32768 JC, 
65536 JE, 

15. 他 说 了 第 1 2, 3, 4, 8 局 . 

16. 1 磅 、3 磅 、9 磅 、27 磅 、81 磅 ,用 这 五 个 奈 码 就 可 称 出 重量 不 超过 
121 磅 的 任何 物体 的 重量 . / 

§ 14 

1. 32=2.17, 33=3.11, 34=23.5, 36=2.3.7, 3B8=2X. e, 39=3?.5, 
3x=2-1e, 40=24.3, 而 31, 35, 37, 3e 都 是 素数 

2. (a) 8x67; (b) 一 27X5; (e) 1543126; (d) 0.658 余数 是 

19x0., 

3. (a) 2454; (b) 156000; (e) 1/33=1/23=0.054. 

6. Ae. e6= (59.95833), 

Xx. 次 数 大 于 工时 x 的 各 个 乘 寡 的 未 位 数字 如 下 . 
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Ji, 


1x, 


D e 


vo 01 2 34 56 7 8 9ye 
x 之 未 位 数 0114,83,941,501,74,8946. 


s， 除 去 吾 数 2 和 3 以外, 其它 泰 数 的 末 位 数 只 Weck D 17，8。 
.《a) 者， 对 , E. 
ep 55 二 5.11, 

, 24/9, 9/ee, 

. 3.867351, 0.0e. 


2 一 1.48792…;T.5 是 一 个 很 精确 的 近似 值 . 
LG MER (dai dido, £ (dadido) 一 (dadd) + (dedide) more 
从 祝 ?7,11 或 17 整除 , 则 原 整 数 就 能 被 7, 1 或 17 整除 . 


Ga 下 面 算 案 中 各 数 均 以 zz 为 基 . 1 英里 (十 二 进 制 ) =1728/1760 


REES 于 1728 品 脱 (十 二 进 制 ) 或 1616 
通 ) 品 加 ;1 品 说 (十 二 进 制 ) =0.93.… (普通 ) 品 脱 ; 工 立方 码 可 装 
水 1728 磅 (十 -二进制 )， 它 大 约 为 27(62.5) =1687.5 (普通 ) 磅 ; 1 


磅 (十 二 进 制 ) =0.98.…( 普 通 ) 傍 . 


(a) 265 K, EEFT 266 天; 
(b) 只 有 260, 261, --, 269; 
(6) ën. 若 此 数 为 abed, WU x 为 基 时 ,我 们 有 
17284 + 144b -12e 1.4d=1000(Cq+ 1)+100b+10c+4, 


B 264a + 22b -+e = 500, 


AF Osas, 0<bs9, 0 和 9， 上 述 方 程 无 解 . 


(a) 2; (b) 2; (e)l; da (e) 4 G) 6, 

(2) 2; (b) 3 

CFR 31415 =5. een 故 1/31415 的 循环 - ie sgm 6282. 
H H, 6283 — 61-103, fg 10% =]1(mod 6283), 


. 1/16, 1/193, 1/24, 

(a) 2 (b) 4 (e) 3; Cd) 6 (e) 10. 
. (a) 0.01; (b) 0.0ULl; Ce) 0.000111. 
(a) 6; œ) 1; (e) 16, 

. (a) 0.0; (b) 0.0785156. 
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13. (a) 0.012345679, (b) 0.0153457, Cen 0.012315, 
(d) 以 5 为 基 , 有 1/C5 一 4)?=0.013.…. 0b 一 4) 一 3 (65 一 1)， 
§ 16 
1. 还 有 1 个 . 
a 8 12 16 20 24 23 32 36 24 36 16 
b 6 912 15 18 21 24 27 10 15 30 
c 10 15 20 25 30 35 40 45 26 39 34 


2. E m=10, n=3, 即 可 找 出 一 个 来 ， 
t. b) m=9, n=4, 
5. RE, 
9. 是 . 

11. 由 题 9 和 题 10 证 得 . 

12. (a) 234. 


o 

(ui 另 一 在 
(e) BË: ATREA RME 角形 沿 斜 边 粘 结 在 一 起 
gege 为 了 说 明 这 种 四 边 形 有 无 穷 多 个 ,可 取 cb 
能 被 5 整除 的 数 ， 相 做 到 这 一 点 ， 可 取 轴 ==1(mod5), n= 
20mnod 习 ,何如 ,o= 5 PiE a 和 5 是 构成 基本 解 的 其 它 两 边 长 .由 
T 3k, 4k, Sk 鸭 成 了 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ， 其 斜 边 为 沪 ， 故 边 
Gun, b, k, Ab 的 四 边 形 的 各 边 长 都 是 整数 ， 且 面积 为 土 ab 
十 682 

l4. Haltan = Gott, B n= An A n>, fr ned 

16. (a) (ent+1)?+ (Ginta te (n(n +1) +1), n=0, 1,- 

17. (a) (20, 21, 29) (12, 35, 36), 它们 的 无 积 为 210 
(b) 分 别 由 35, 二 和 33, 23 生成 的 两 个 三 角形 面积 相同 ; 
Loi 疫 两 个 三 角形 的 各 边 分 别 为 a, b, e So, bi e, D oi të 

qi Di，a0 一 alp1， 从 而 得 a=al，D 一 D1 
21. 9= = 012/5)! + (9/5)? = (36/13)2+ (15/13)? = (24/17)? + (45/17)? 


22. (b) pian, 132+84°=85?, 142-4-48?=50?, 
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23. 这 种 三 角形 只 有 两 个 5, 12, 13 和 6, 8, 10. 

24. OO 下 一 个 这 样 的 关系 式 为 696? 十 697?= 9852 

SL 

5. 没有 . 

6. k IIR, 

5. BRL vi 与 有 二 1 KR, 

H. c=y=2=2 是 一 组 解 。 在 题 8 中 ， H a= b= 1, ?二 和 s=13 可 得 
PRW tt IT, g=2 

11. 2 x =(ac)", y= 00o", gg, 其 中 = ar 二 Dr? rn + i= 
(n— Ls, 

12. 如 题 11 那样 求解 ,不 "EM véi lun, 当 (02，m) = 工时 ,此 
式 有 解 . / : 


1. 153 一 122 十 32 

2. 1970=412 二 172 

3. 10045 一 982? 十 212 一 912 十 422，10048 一 882 廿 482， 
10049 一 1002? 十 人 2 一 95? 十 32?、 

6， 不 正确 . 

10. 102, 103, 111, 119, 124, 177, 135, 143, 

14. IFKS. 

15. 这 一 推广 是 错误 的 : (一 5/3) =1, EE 

16. E n=r(@+1)/2+yy+1)/2, 则 n+ I= (z+y+1)?+ (2-9), 

D, #in= (a/c)? + (b/0)?, Hl ensa? +b, X, 4 ANH n GRAAE 
方 数 之 和 时 ,cm 可 表 为 两 平方 数 之 和 ， 故 本 题 答案 是 : 与 定理 1 -中 
说 明 的 整数 相同 ”. l 


8 19 
1. vg Veit? tetu, 我 们 有 
n (£, Y, Z, w) 
2 (1, 1, 0, 0) 
3 L10 
5 (2; 1, 0, 0). 
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t2 


TO N Vë W 


7 BLL 
O 8,1,1, © 
13 8,2,0,0 或 Q, 2,2,1) 
17 (4,1,0,0 或 (3, 2, 3 o 
19 (4,1,1, D 或 (3, 3, 1, 0) 
23 (3, 3, 2, In 


- (3) 121=1124 0 02 402=102 F4422419=,. 


| = 7? -+ 6? 4-62-02; 
(b) 391=192 +527 +2241: 
(c) 47321 =2172 -4142462402 


(四 ,CD)，(e) 都 还 有 不 少 其 它 的 表示 式 . 


其 中 一 个 表示 式 为 : 23872 -十 1542 十 662- 上 02 
1122 十 632-352 十 212 

11, 14, 15, 

1792+68 + L417, 


(a) 542.612. (b) 8 |- 3 71/2 
(e) 3+8, (d) 1946-102 
(e) 10 -+3.-11+⁄3, (Ê) 7 上 2 .12372 


. 两 组 最 小 的 非 平 凡 正 数 解 为 


(a) 5, 2 和 49, 20; (b) 3, 工 和 17，6; 


Lei", 2 和 97, 28; (d) 15, 4 和 449, 120; 


(e) 8, 1 和 127, 16; (£) 10, 1 和 199, 20. 


. 三 组 最 小 的 非 平 凡 正 数 解 为 : £, y=1, 1; 3, 4; 11, 15, 
， Za Ye《K 二 1 ,2,…) 是 一 组 解 ,应 满足 . 


CZE dE 一 Q+ DAYA E F 
Ji 


. (O ATER r+ay=l R rtiy=- 1, p3 EE KEE? y 
, (a) 生成 该 三 角形 的 两 数 mr A n BERAN ~ J 


My Pe Np = UL An, e att te ër ir 
(b) (3, d +, C), (636, 697, ZEN? 


, (bi 6G, 4 ch EE 6; (L3, 14, 15), WAJ 84; (51, 52, 53), 
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10. 
ll. 


面积 为 1170. 
Gu, AKAFEN, 
3 k=l, 2, 3, 4 时 , Xx/y;=3/2, 17/12, 99/70, 577/408, in, 5 
212 之 差分 别 约 为 0.09, 0.002, 0.00007, 0.000002, 


. 接 下 去 的 一 个 例子 是 108? 十 109? 十 110?=133? 填 1342 z 
. zs=6(577) —99=3363, ys=6(408) 一 70 二 2378, 故 有 3363/2378 


=1,41421360.…. 


, yz) = (22 十 2 十 4)/2， 


例如 , y=3, 


. n? +H2ln+l=R?+1(mod 7), —1 不 是 一 个 二 次 剩 全 Cnoa7y CM 


2JY4 十 本 (3 十 5)2 一 32(mod 11)，2 不 是 一 个 二 次 剩余 (mod 1), 


. Pp 三 1 或 3Cmod 8); 还 有 p=2. 
. p=l 3k 3 mod 8); ÆA p=2, 
. 11, 17, 41, 47, 71, 77, 

16. 
§ 22 


约 为 1038， 


T ke log 4 e Ki >< 可 log log T, 


6 


= log Ns d? (log Pa) / Pr 2 dog N +1), 


(b) rp. 


40 张 7 分 邮票 ,10 张 五 分 邮票 ,231 张 一 角 邮票 . 
Do 17.79.262657 


5，(a) 0, 1, 4, 7; (b) 不 是 , 它 与 2 同 祭 Cnod 9 


(b) ge b=3, p=5, 那么 (a 十 b)' 甚至 都 不 存在 ,更 淡 不 上 它 
与 4 十 同 余 (mod2) 了 . 


. 115, 117, 119, 121, 123, 125, 


由 斯 卡 已 经 发 现 了 下 列 恒等式 : 


(n+1)?—n?—1=6 (aiD ) 
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11. 


40. 


Za Tim TE 是 一 些 三 角形 数 的 平方 . 其 结果 可 写 为 
《22 十 ?2 二 十 《2822 十 2 一 (2?22 十 27 十 2 十 .十 (222 十 327)， 


dt 9 个 ; (bp) 90 个 ; (ce) 水 有 =22， 则 有 8.10 个; A k= 


2—1, 则 有 9.10 个. 


. 《6) 不 成 立 ， 可 举 出 无 数 个 反例 来 说 明 这 一 点 ， 

.天 应 满足 人 ,52+1)72) =1, WE k=1, Ka, 

. 工 个 男人 ，5 个 妇女 ，14 个 小 孩 , 

(0) 性 质 ( 人 DD，GR)，00D) 对 普通 整除 性 不 成 并 . 

. FD = B (1/4, 或 f= alap. 

. 788; 210998, 

. (a) 533=13.-41:; e 1073 一 29.37 | 
Can 170833 =412?-+ 33? = 407? +72? -= 393? + 128? =3487 -4-2237 


_13.17.778. 
(D) 182410=427?+9?=423?+59?=409?+123? 二 401? 十 147? 
= 3832-4- 189? = 3812 2-1932 = 347? -+ 249? = 203? + 301? 
=2. 517-29-37, 


， 其 边 数 为 下 列 各 数 的 正 多 边 形 : 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 


20, GER 30, SEI 34 


SECHER ten (REN 
一般 地 ,有 et Ade Iset Ar), 
. oi 例如 ， ëss III, ër äi" 


(b) A ai (ae Cr 则 (ads)! + Cbes)t= (deng, 这 是 
不 可 能 的 


EE Leite I), 有 (十 Be) 一 Go Bei 


a 十 《8 一 了 的 数 与 54+5/24 有 相同 的 性 质 . 


. 不 是 ， 它 既 非 有 限 小 数 , LIEH. 

. (b) (5—1)| (2—m). 

(a) pecht D 一 个 数 也 没有 . 

ES EE 则 属 是 无 理 数 ; A a= 一 0, E RAA, 


7 年 前 借 了 137 元 ,利率 罗 A, 
(bp) 不 成 立 : 111=3.37， 
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ol, 


这些 数 都 不 能 写 为 两 个 平方 数 之 和 。 
. C) Fpp pr) = (e1 +1) (es + 1).. (+D), 
. (2) 1, 3, 5, 8, 15, 24, 40, 120; 1,5, 8, 9, 40, 45, 72, 360; 


(bi 可 所 为 不 同 素数 乘积 的 整数 
(c) 2; 


(di 在 也 -以 下 的 这 种 数 只 有 6, 60, 90, 


，(e) 例如 ，18, 20, 24, 
-.《b) 2, 以 及 与 1 同 余 Qnod44) 的 素数 . 
. (d) a=r" +s", b=72—8*, 


(e) a 和 日 是 平方 数 ,比方 说 ,a=t2 b= 


, 62, 207, 204°, 11907 
63. Æ 
， BRNIE m=14, n=20, 
69. 


p n=2(mod4), MRTA n=2 ~y? 


(Ca) R 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 
fma) a 3 453766 DU 4 
n 13 14 15 16 17 18 19 20 
fa i3 7 5 817 619 5, 
其 未 位 数 为 3. ! 
例 妇 ,2 十 2 二 82 十 十 232 十 262 一 48? 


. (a) 9,876, 543,210; (b) 98,763,210; 


Gei 4, 312; (d) 987, 652, 413, 


， 25 其 中 必 为 2 的 正 素 因子 个 数 . 
, (a) d 3nt i: (b) Aal: Cen 422 Ainit: 


(d) m, =n); Lei Lt, n) Œ) (9, 16), 


，(a) m=4n(n--1); (b) 能 . 
- DH. H, DN n=4, m=3, 
. Séi (a, m) =d, mi a, 2a, ` , MA T (mod M) 中 共 合 CH 2 md 


个 数 , 每 个 数 重 复 了 qd 次 ， 
+ 三 3Cmod 33. Pë, Dal, 2, 8, 4,5, Pa 是 案 数 ， 但 
Pe=59.509, 因此 我 们 义 否 定 了 一 个 关于 素数 的 公式 ; 


1, 2, 3, 5, 7, 11, 
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， 对 ， 利 用 公式 PAn nat, 可 以 证 明 , 对 所 有 


E, 有 O22 (22) — 1) 一 ]3 十 33 二 (2* — Ing 


. A n= do +- dı- 10 -+ da. 10° -4- dé H, ETAS WIES 


37| (dodid + (ddid) 时 ,有 3712. 


5. (a) T=31, yy 一 9t, 2 其 中 为 任意 非 堆 整数; 


Chi ks 2Cmod 3), mj EH y= (k +4)i, z= (28 十 5)t， F k= 
2(mod 3), M] z=t, y=(k+4)t/3, z= (2k +5)t/3, Str nik 
ZEN. 

r=(a+b)/2, y=(a—b)/2, 


ET E ET 此 方程 有 解 的 唯一 情况 是 . 18 4+18+1= 


T? 


. 《b) 不 是 : 0 

，(b) 必要 条 件 浪 ， 一 1 是 一 个 二 次 剩余 (wod 26)， 

(hip, 1806; (e) AAT. 

.6 RSSA TENE A EA FIEKE: 一 个 平方 数 的 


十 位 数 车 是 奇数 , 则 它 的 个 位 数 必 为 6， 查 看 一 下 表 B 即 可 注意 
到 这 一 点 ， 要 证 明 它 ,只 须 将 各 种 情况 罗列 出 来 就 可 以 了 . 


99， 此 方程 的 解 为 ; 
x 10 10 14 14 17 17 21 21 31 36 44 105 ` 
y 625 734 734 6 35 41 45 52 Ill, 
103. (b) r=78, s=5, 可 得 c=625, s?= 3906025, 
附录 一 


2. 二 二 (Rn 二 4)/2. 
5. 13+4+33+. + (2m1) ?=k(2k2—1). 
9. (n+ 1) (62? +9n+2)/2, 


il. 


12. 不 


这 种 公式 有 无 限 多 个 , 其 中 一 个 公式 为 ; 
太一 LO2 一 (2 一 2 一 830 一 全 24 
T. HRA n, 有 8tn 十 1 二 (2n 十 1)?, 


附录 二 
1. (a) 112; (bai (ef (d) 27; (e) 34; (f) 328, 
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(Staat 


2. (9) DDI Cb) Dj (ei Zoe 


(d) neen 二 述 各 起 还 可 以 有 其 它 写法 . 


d. 易 证 (a) 和 (pb) 是 成 立 的 ;《〈o) 不 成 立 ， 可 举 出 无 限 多 个 反例 来 说 明 
GG, Plan, B ar= b= ll, 2, e, n), 

4. (a) 3173 (b) 1; Cen 8640; (qd) 42; (e) 46, 

5. (a) 40320; (b) 70; (e) 792 
T. (a) 26 +1225 -+ 60rt +1603 + 240r? -4-1923 -+ 64: 

(b) 1—7a+2la?— 35a + 35at —21a5 -+ 7a" ~ af, 

3. (a) (etänt: Œ) G-A 

9. 1, 2, 3, 5, 

10. (a) 否 ; O B. 

LI. Je] =fe+1/2), 

12. 0 和 一 工 

13. (a) P—p; (b) 2— {n/p]. 

14. 19, 

el. [y] - [z]. 

附录 三 

1. (a) 68, 175; (b) 138, 487; 
(e) 23, 105, 151, 223. 

d. 298 
3. (8a) 4; (hië (ece) 4. 

4. (a) 33, 117, 183, 267, 333, 417, 483, 567, 633, 717, 783, 867; 
(b) 33, 217, 283, 467, 533, 717, 783, 967: 
(e) 33, 547, 533, 1067. 

, 20, 

. 0, 1, 2, 4, 8. 

, ir 和 3 一 7 WE ea —a(mod p), 
. (a) 13; (b) 4, 13, 22, 
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